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Vorwort. 


Bei Bearbeitung dieſes zweiten Theils hat der 
Verf. den im Vorworte zum erſten Theile angege— 
benen Plan des Werkes im Weſentlichen unveraͤn— 
dert im Auge behalten. Er bemuͤhete ſich, das Buch 
fo einzurichten, daß ein Gymnaſiallehrer ſich deſſel. 
ben als Leitfadens fuͤr ſeine Vortraͤge bedienen, aus 
ihm aber auch Stoff zu Uebungen der Schuͤler an 
mannichfaltigen Aufgaben entnehmen koͤnne, und daß 
die Schuͤler in demſelben das Mittel faͤnden, ſich 
durch haͤusliches Studium mit dem in den Lehrſtun⸗ 
den Vorgetragenen immer vertrauter zu machen, ja 
wenn nur Kraft und Luſt nicht fehlen, — und gewi 

werden unter einer Menge von Schuͤlern ſich wohl 
immer mehre finden, welche nicht bloß Kraft beſitzen, 
ſondern ſie auch mit Luſt auf das ernſte, aber ſo 
ſehr lohnende Studium der Mathematik wenden, — 
ihre Kenntniſſe noch uͤber die Grenzen des Vorge— 
tragenen auszudehnen. Es iſt daher Einiges aufge— 
nommen, was wohl kaum zum Vortrage in den 
Lehrſtunden geeignet ſeyn moͤchte. So z. B. die in 
den SS. 478 bis 494. enthaltenen polygonometriſchen 
Unterſuchungen, welche der Verf. nicht auslaſſen, 
und auch nicht gar zu duͤrftig behandeln wollte, weil 
ſie in ziemlichem Grade ſelbſt Practikern wichtig ſind, 
und weil es wenig Buͤcher giebt, welche daruͤber 


etwas Genuͤgendes enthalten. 
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IV * 


Was die Art des Vortrags betrifft, ſo ſchien 
es noͤthig, denſelben, namentlich in der Begründung 
der Trigonometrie, nicht ſo kurz und gedraͤngt zu 
halten, wie in den erſten Kapiteln des erſten Theils. 
Denn die erſt in den obern Klaſſen abzuhandelnden 
Gegenſtaͤnde erlauben nicht eine ſo haͤufige Repeti⸗ 
tion in den Unterrichtsſtunden, wie die Elemente, 
welche in den mittleren Klaſſen getrieben werden, 
und es ſcheint von Wichtigkeit, daß es dem Schuͤ⸗ 
ler moͤglich gemacht werde, zu Hauſe nicht bloß ſich 
einige Reſultate der Unterſuchung wieder vorzufuͤhren, 
ſondern auch ſich wieder in den Gang der Unterfus 
chung ſelbſt hinein zu denken, das eigentliche Weſen 
der ihm neuen Lehren immer beſſer zu begreifen, und 
ſich auch hiedurch zu kraͤftigen, um dieſe neuen Lehr 
ren als ein Mittel zu eignen Unterſuchungen und eigs 
nen Aufloͤſungen von Aufgaben gebrauchen zu koͤn— 


nen. 

Die dritte Abtheilung der Epipedometrie, oder 
die erſte in gegenwaͤrtigem Bande, iſt hauptſaͤchlich 
zu einer Vorbereitung auf die folgende Abtheilung, 
die Trigonometrie, beſtimmt. Es iſt aber keines⸗ 
weges des Verf. Meinung, daß ſie vollſtaͤndig durch⸗ 
genommen werden muͤſſe, ehe man zu der Trigono— 
metrie ſchreite. Beſonders moͤchte auch der Lehrer 
fehlen, welcher ſich zu lange bei den Eroͤrterungen 
über das + und — aufhielte, die ſich bei den Auf 
gaben von §. 356 bis §. 362. finden. Dieſelben 
ſind naͤmlich ſchwerlich von der Art, daß ſie gleich 
zum erſtenmale dem Anfänger durchgaͤngig zur voͤlli⸗ 
gen Deutlichkeit gebracht werden koͤnnen. Der Verf. 
empfiehlt übrigens dieſelben der Beachtung und Pruͤ— 
fung derjenigen, die ſich für Betrachtungen dieſer 
Art intereſſiren, welche weder die Arithmetik für ſich, 
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noch die Geometrie für ſich, ſondern gewiſſermaßen 
die Bruͤcke zwiſchen dieſen beiden Theilen der reinen 
Mathematik betreffen. Er haͤtte dieſelbe leicht noch 
weiter ausdehnen, vielleicht auch noch feſter begruͤn⸗ 
den koͤnnen. Es ſchien ihm aber hinreichend, den 
Schuͤler ſchon hier einigermaßen auf die Nothwen⸗ 
digkeit der Beruͤckſichtigung des und — aufmerk— 
ſam zu machen, ehe er in die Trigonometrie einge— 
fuͤhrt werde. Er benutzt übrigens dieſe Gelegenheit, 
um ſeine Meinung auszuſprechen, daß die Anwen⸗ 
dung des + und — in der algebraiſchen Behand- 
lung der Geometrie nur bei der Methode der Coor— 
dinaten, welche man auch wohl analytiſche Geome— 
trie nennt, einfach, klar und von den Schwierigkei⸗ 
ten befreit erſcheint, von denen ſie außerdem behaf— 
tet iſt. In dem Kapitel der Uebungsaufgaben, wel⸗ 
che dieſe Abtheilung begleiten, hat ſich der Verf. 
genoͤthigt geſehen, ſich ſehr zu beſchraͤnken; ſonſt hätte 
er gern noch Einiges hinzugefuͤgt, z. B. die Ablei⸗ 
tung einer Gleichung zwiſchen den ſechs geraden Li— 
nien, welche vier Punkte einer Ebene verbinden, 
nebſt Anwendungen derſelben. 

Die Anordnung der Grundlehren der Trigonos 
metrie wird man ſehr vom Herkoͤmmlichen abwei⸗ 
chend, und vielleicht hie und da etwas umſtaͤndlich 
finden. Es ſollten dieſelben aber hier nicht als fer— 
tige Wiſſenſchaft, etwa bloß zur Ueberſicht, aufge 
ſtellt werden, fondern vielmehr fo, wie fie im Geiſte 
des Schuͤlers zweckmaͤßig hervorgerufen werden koͤn— 
nen. Der Schuͤler fragt aber z. B. ſehr bald, wozu 
denn die Begriffe der Sinus, Coſinus u. ſ. w. die⸗ 
nen; deshalb iſt ſchon in den SS. 393 bis 397. die 
Anwendung der goniometriſchen Functionen auf das 
rechtwinklige Dreieck gezeigt, was außerdem unnoͤ⸗ 
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thig geweſen wäre, da dieſelbe ſpaͤter ausführlicher 
gelehrt werden kann. Es wuͤrde den Verf. freuen, 
wenn dieſe Anordnung der Trigonometrie im Gens 
zen den Beifall erfahrener Lehrer gewinnen ſollte. 

Bei den Erklärungen der goniometriſchen Func— 
tionen iſt die alle Herleitungsweiſe, aus Linien, die 
am Kreiſe conſtruirt ſind, zu Grunde gelegt. Außer 
dem in der Anm. von S. 392. angegebenem Vorzju⸗ 
ge, daß ſie oft mit Nutzen gebraucht werden koͤnne, 
um Saͤtze anſchaulich zu machen, hat ſie auch den, 
daß man bei ihrer Anwendung leicht erkennt, wie 
auch Winkeln, welche nicht zwiſchen den Grenzen 
0° und 90° enthalten find, Functionen zukommen 
und endlich zeigt fie ſich auch nothwendig bei Auf 
ſtellung der Begriffe der Sinus u. ſ. w. in der hoͤ⸗ 
heren Analyſis, wo ſie als Functionen der veraͤnder⸗ 
lichen Zahlen erſcheinen, welche einen veraͤnderlichen 
Bogen ausdrucken, wenn der Radius S1 geſetzt 
iſt. Dieſes ſcheinen deutſche Schriftſteller wohl nicht 
genug bedacht zu haben, wenn ſie nur die Herlei— 
tung der Begriffe dieſer Functionen aus den Pers 
haͤltniſſen der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks 
für die wahrhaft wiſſenſchaftliche halten. 

Es ſchien zweckmaͤßig, in der Behandlung der 
Trigonometrie und überhaupt in dieſem ganzen Werke, 
nicht analytiſche Kenntniſſe, welche die gewoͤhnlichen 
Elemente der Buchſtabenrechnung uͤberſchreiten, alſo 
namentlich nicht Kenntniſſe von der Reihenentwick⸗ 
lung voraus zu ſetzen. Daher wird man nichts von 
den allgemeinſten Erklaͤrungen der goniometriſchen 
Functionen, welche ſich auf Betrachtung des Aus⸗ 
drucks ei ftüßen, nichts von der Berechnung 
derſelben mittelſt unendlicher Reihen finden. Dieſes 
und Aehnliches gehört wohl, wenigſtens beim Gym 
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naſialunterrichte, nur in den Vortrag über die Ele— 
mente der Analyſis, beſonders in die Lehre von den 
Reihen. 

Die dem Verf. eigenthuͤmliche Begruͤndung des 
+ und — der Secanten und Coſecanten, bei wel— 
cher dieſe Functionen, fo gut wie die übrigen, ihre 
Scalen erhalten, iſt ſchon in der kleinen Schrift 
über den Gegenſatz der pofitiven und negativen Groͤ— 
ßen vorgetragen. Noch hat ſich Niemand über die⸗ 
ſelbe oͤffentlich und ſchriftlich, beifaͤllig oder mißfaͤl⸗ 
lig, ausgeſprochen. Doch iſt der Verf. unveraͤndert 
der Meinung, daß, wenn man überhaupt das + 
und — der Functionen durch Conſtruction ableiten 
oder verdeutlichen will, ſeine Methode in Bezug auf 
die Secanten und Coſecanten die einzige zweckmaͤ— 
ßige und der Wiſſenſchaft angemeſſene iſt. Man 
wird zugeſtehen, daß es zweckmaͤßig ſey, fuͤr jede 
Function bei dieſer Unterſuchung des + und — eine 
Scale zu haben, wenn man zugiebt, was bei S. 362. 
ausgeſprochen iſt, daß ſich an den Werthen einer 
geſuchten geraden Linie ein deutſames + und — 
zu finden pflegt, wenn man für dieſe Linie eine uns 
begrenzte Gerade von gegebener Richtung hat, in 
welcher ſie liegen muß, ein undeutſames, wenn 
dies nicht der Fall iſt. Indem der Verf. wuͤnſcht, 
daß diejenigen, welche fein Buch öffentlich beurthei—⸗ 
len werden, ihr Urtheil uͤber jene Conſtruction der 
Secanten und Coſecanten ausſprechen moͤchten, er— 
laubt er ſich zugleich auf die SS. 427, 436, 437 zu 
verweiſen, welche einiges Eigenthuͤmliche enthalten. 

Das letzte Kapitel der vierten Abtheilung hat 
wieder den Zweck, die Schuͤler, wenigſtens die faͤ— 
higeren, durch mannichfache Uebung mit dem ſo uͤber— 
aus wichtigen goniometriſchen Calcul vertrauter zu 
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machen. Der Verf. ſtrebte dabei nach moͤglichſter 
Einfachheit der Ableitungen, indem er dafur hält, 
daß weitlaͤufige, aller Eleganz entbehrende Ableitun⸗ 
gen ſchlechter find, als gar keine; vielleicht iſt ihm 
dies Streben wenigſtens an einigen Stellen gelun⸗ 
gen. Uebrigens wählte er für dieſes Kapitel vorzuͤg⸗ 
lich ſolche Gegenſtaͤnde, die ihm ein beſondres In⸗ 
tereſſe zu gewaͤhren, oder beſonders lehrreich zu ſeyn 
ſchienen. Vieles, was er auch nicht ungern aufge⸗ 
nommen haͤtte, mußte er weglaſſen, um dieſen Band 
nicht uͤber die Gebuͤhr zu vergroͤßern. 

In der Cyclometrie machte der Umſtand, daß 
der Satz, die gerade Linie ſey die kuͤrzeſte zwiſchen 
zwei gegebenen Punkten, nicht als Axiom angenom⸗ 
men werden ſollte, viele Weitlaͤufigkeiten noͤthig. In 
den Betrachtungen uͤber Curven, welche dieſem Satze 
und dem S. 533. vorangehen mußten, wird man 
manches vom Herkommen abweichende finden. So 
iſt an die Stelle des Begriffs von Curven, die nach 
einer Seite hin conver find, welche man als ſolche 
erklärt, die von einer Geraden in nicht mehr als 
zwei Punkten geſchnitten werden koͤnnen, der Begriff 
der Curven ohne Wendungspunkte getreten, weil 
jener Begriff ſich bei dem Satze von S. 533. II. un 
zulaͤnglich zeigte. Durch die Ableitungen von $. 537 
und 538. iſt vielleicht eine Lücke im gewöhnlichen 
Vortrage zweckmaͤßig ergaͤnzt worden. Die Qua⸗ 
dratur des Kreiſes, welche von Saͤtzen ausgehet, 
die zuerſt James Gregory, für Kegelſchnitte uͤber— 
haupt, bewieſen hat, iſt, beſonders durch die SS. 547 
bis 549. zu großer Einfachheit der Rechnung gebracht 
worden. In Bezug auf die Berechnung der Lunulen 
iſt im S. 556. der gewoͤhnliche mangelhafte Vortrag 
berichtigt worden. In dem Kapitel, welches Maxi 
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ma und Minima überfchrieben iſt, liegt außer den 
bekannten Geometrie-Lehrbuͤchern von Th. Simpson 
und Legendre ein ganz neues von, Didi ez (Cours 
complet de Geometrie, 17 Partie geom. plane, 
section el&mentaire, Paris 1828.) zu Grunde. Die 
s$. 559 bis 572. aber hält der Verf. für fein Ei⸗ 
genthum. \ 

Die in den zwei Anhängen behandelten Gegen 
ſtaͤnde werden der Beachtung der Leſer, und auch 
derjenigen empfohlen, welche das Buch recenſiren 
moͤchten. Letztere werden zugleich gebeten, ſich doch 
darüber zu erklaͤren, ob das Buch nicht auch Leh⸗ 
rern der Mathematik zu empfehlen ſey, ſelbſt fuͤr 
den Fall, daß ſie daſſelbe nicht eigentlich ihrem Un⸗ 
terrichte zu Grunde legen, oder ihren Schuͤlern in 
die Haͤnde geben wollen. 


Danzig, im September 1829. 


Der Verfaſſer. 
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Ueberſicht des Inhaltes. 


Epipedometrie. 


Dritte Abtheilung. 


I. Aufloͤſung geometriſcher Aufgaben durch Algebra. 
§. 348362. 

8. 348. Vorauszuſchickende Bemerkungen. 

§. 349 u. 350. Verwandte Aufgaben über das Dreieck, 
in Bezug auf den N und den ums 
ſchriebenen Kreis. 

$. 351-355. Aufgaben, wide das rechtwinklige Dreieck 
betreffen. 

8, 356. Aufgabe über das Dreieck im Aigen. 

F. 357. Eroͤrterungen zu dieſer Aufgabe, beſonders das A 
und — betreffend. 

$. 358 u. 359. Aufgaben, welche der von §. 356. vers 
wandt ſind. 

$. 360. Sectio divina. 

$. 361 u. 362. Zwei einander verwandte Aufgaben uͤber 
den Kreis, nebſt Bemerkungen über E und —. 


II. Uebungsaufgaben. §. 363-387. 


Vierte Abtheilung. 
I. Von den goniometriſchen Functionen uͤberhaupt, ihren ein— 
fachſten Eigenſchaften, und ihrer Anwendung zur Be: 
rechnung rechtwinkliger Dreiecke. §. 388 — 424. 


$. 388—392. Begriffe der trigonometriſchen Linien und 
der goniometriſchen Functionen. 
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§. 393—397. Worläufige Anwendung derſelben zu Ber 
rechnungen rechtwinkliger Dreiecke. 

$. 398— 402. Die einfachſſen Beziehungen der goniometri⸗ 
ſchen Functionen. 

g. 403405. Werthe der goniometriſchen Functionen für 
gewiſſe Winkel. Einrichtung und Gebrauch der 
trigonometriſchen Tafeln. 

8, 406424. Goniometriſche Functionen für Winkel, welche 
nicht zwiſchen 00 und 900 enthalten ſind. 


II. Anwendung der goniometriſchen Functionen zur Verech⸗ 
nung der Dreiecke, Vierecke und Vielecke, mit Benutzung 
der Conſtruction. §. 425 — 444. 
§. 425—428. Das rechtwinklige Dreieck. 
8. 429—437. Das Dreieck im Allgemeinen. 


§. 438—444. Uebungsaufgaben, welche meiſtens Vielecke 
betreffen. 


III. Rein goniometriſche Formeln, die den arithmetiſchen Zu— 
ſammenhang der Functionen ſolcher Winkel darſtellen, 
welche ſelbſt in einem gewiſſen Zuſammenhange ftehen; 
nebſt einigen Anwendungen dieſer Formeln. §. 445 - 469. 

$. 445—456. Ableitung der wichtigſten bieber gehoͤrigen 
Formeln. 
§. 457462. Rechenvortheile, die auf der Anwendung 
von Huͤlfswinkeln beruben. / 
$. 463—469. Aufloͤſung von Aufgaben, in denen Winkel 
! gefucht werden, jedoch ohne Beziehung auf Figuren. 

IV. Goniometriſche Behandlung des Dreiecks und der Viel— 
ecke uͤberhaupt in rechnender Entwicklungsweiſe. 
§. 470-494. 

$. 470. Voraus zu ſchickende Bemerkung. 


$. 471477, Rh denen in rechnender Entwicklung. 
$. 478-494. Polygonometrie. 


V. Vermiſchtes. §. 495 526. 
§. 495—499. Werthe der Functionen gewiſſer Winkel. 
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&. 500-505. Anwendung goniometriſcher Functionenn zur 
Aufloͤſung algebraiſcher Gleichungen. 

8. 506. Summation der Sinus einer beliebigen Anzahl l von 
Winkeln, die eine arithmetiſche Progreſſion bilderen. 

. 507518, Aufgaben über das Dreieck. 

519. Pothenotſche Aufgabe. 

520. Vom Vierecke im Kreiſe. 

521 —526. Gleichungen für die Functionen von drei 
Winkeln, deren Summe = 2 R, nebſt einnigen 
Anwendungen. 


Fünfte Abtheilung. 


I. Rectification und Quadratur des Kreiſes. §. 527-5551. 
$. 527533. Voraus zu ſchickende Betrachtungen. 
$. 534— 540. Mectification des Kreiſes. 
§. 541—549. Quadratur des Kreiſes. 
8, 550 u. 551. Einige Lehrſaͤtze. 


II. Cyclometriſche Aufgaben. §. 552—557. 


III. Maxima und Minima. §. 558 — 572. 

8. 558—568. Die wichtigſten Säge über Maxima und 
Minima in Bezug auf den Flaͤcheninhalt der Figguren. 

3. 569-572. Noch einige verwandte Säge, die Wezie⸗ 
hung zwiſchen dem Umfange und dem Inhaltte der 
Figuren betreffend. 


Anhänge 
1. Ueber die Anzahl der ein Vieleck beſtimmenden Größen oder Glei⸗ 
chungen. 
II. Ueber die Gleichheit der Dimenſionen in Gleichungen, welchee den 
Zuſammenhang geometriſcher Groͤßen betreffen. 


Einige Nachträge zum erſten Theile. 


—— 
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Epipedometrie. 


Dritte Abtheilung. 


I. Auflöͤſung geometriſcher Aufgaben 
durch Algebra. 


$. 348. Geometrische Aufgaben haben meiſtens den Zweck, 
aus gegebenen beſtimmenden Stuͤcken eines Conſtructs entwe⸗ 
der das ganze Conſtruct oder nur einige der uͤbrigen Stuͤcke 
zu finden. Die Auflöfung ſolcher Aufgaben kann auf zweier⸗ 
lei Weiſe geſchehen, entweder durch geometriſche Con— 
ftruction, oder durch algebraiſche Rechnung. Bei der 
Aufloͤſung durch Conſtruction wird gewöhnlich aus den beſtim⸗ 
menden Stuͤcken das ganze Conſtruct hervorgebracht, ſo daß 
in dieſem alle abhaͤngige Stuͤcke des Conſtructs auf einmal 
vor die Augen gelegt ſind; bei der algebraiſchen Behandlung 
berechnet man meiſtens nur eins oder einige der abhaͤngigen 
Stuͤcke aus den beſtimmenden. Beiſpiele der Aufloͤſung durch 
Conſtruction finden ſich in Menge im erſten Theile dieſes 
Werkes; die Aufloͤſung durch Algebra ſoll den Hauptgegen⸗ 
ſtand der gegenwaͤrtigen Abtheilung bilden. 

Geometrie Thl. II. 1 
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2 Epipedometrie. Dritte Abtheilung. 


Die algebraiſche Aufloͤſung geometriſcher Aufgaben kann 
nicht als etwas rein Algebraiſches betrachtet werden, denn 
ſie kann der fruͤher vorgetragenen geometriſchen Lehren nicht 
entbehren; ſie muß vielmehr vermittelſt derſelben die Glei⸗ 
chungen bilden, durch deren Aufloͤſung in jeder Aufgabe die 
geſuchten Stucke ſich ergeben muͤſſen. Als geometriſche Huͤlfs⸗ 
ſaͤtze dieſer Art werden beſonders häufig Säge von Flaͤchen⸗ 
raͤumen, vor allem der Pythagoriſche Lehrſatz, und Saͤtze 
der Aehnlichkeitslehre angewandt werden. Es wird aber, 
bei dieſer unvermeidlichen Vermiſchung der Geometrie mit 
Arithmetik, doch im Allgemeinen unſer Beſtreben ſeyn, in 
die Schlußreihen nur wenig Geometriſches aufzunehmen, und, 
nachdem die zu Grunde zu legenden Gleichungen aus geome— 
triſchen Saͤtzen hergeleitet ſind, die weitre Behandlung, ſo 
weit es angehet, bloß durch algebraiſche Schluͤſſe zu fuͤhren. 


Damit aber die algebraiſche Behandlung der geometri— 
ſchen Aufgaben auf bloße Operationen an Zahlen, auf Rech: 
nungen zuruͤckgefuͤhrt werde, muß man allenthalben die Groͤ— 
ßen durch Zahlen ausgedruͤckt denken. Gleichungen, wie 
AB m (oder z. B. S7), CD Sen (oder 5), die in 
einer und derſelben Auf gabe vorkommen, ſagen dann: 
„Die Geraden AB, CD werden durch die Zahlen mı (oder 7) 
unden (oder 5) in Bezug auf eine und dieſelbe Einheit 
ausgedruͤckt.“ Die Gleichung A ABC=p ſpricht aus: „Das 
Dreieck ABG wird durch die Zahl p ausgedruͤckt, in Bezug 
auf dasjenige Quadrat, als Flaͤcheneinheit, deſſen Seite der 
Laͤngeneinheit gleich iſt“ (S. §. 212.). 


Nach Ableitung der Aufloͤſungsformeln ‚für eine Aufgabe 
wird es uͤbrigens oft noch ziemlich nothwendig ſeyn, dieſelben 
näher zu betrachten, um zu finden, in wie fern ſie wirklich 
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das Bezweckte und Geſuchte darſtellen. Dies wird beſonders 
bei den aus quadratiſchen Gleichungen entſtehenden doppelten 
Werthen einer Unbekannten der Fall ſeyn, ſo wie auch bei 
negativen Werthen. Alles dieſes aber wird ſich, wie man⸗ 
ches Andre, erſt an Beiſpielen gehoͤrig deutlich machen laſſen, 
weshalb alle weiteren allgemeinen Bemerkungen hier unter⸗ 
druͤckt werden ſollen. 

Was die Anwendung der Idee des Gegenſatzes der geraden Linien 
und der Winkel und die Anwendung der negativen Zahlen auf dieſe 
Groͤßenarten betrifft, fo ſehe man, zum beſſeren Verſtaͤndniſſe des Fol⸗ 
genden, deshalb den ſechsten Anhang des erſten Theiles nach. 

§. 349. Aufgabe. Von einem Dreiecke find die Sei: 
ten AB Se, AC=b, BC Sa gegeben; man ſoll die Ab: 
ſchnitte der Seiten berechnen, welche auf ihnen durch die Be: 
ruͤhrungspunkte des eingeſchriebenen Kreiſes gebildet werden. 


Auflöfung. In Fig. 1. ſeyen M, N, P die Beruͤh⸗ 
rungspunkte, fo iſt (§. 132) PA= AM, MB = BN, 
NC=CP. Man ſetze nun Au x, BNS y, CP=z, 
ſo finden ſich die Anſatzgleichungen 

(1) 1 ＋2z S a, 
(2) 2 ＋ Xx = b, 
(3) x ＋ y S ce. 
Die Aufldfung dieſer Gleichungen kann befonders einfach 
ſo geſchehen: Man addire alle Gl., ſo iſt 
(8) 2 Xx ＋ 2j ＋ 22 abc. 
Hievon ziehe man die Gl. (1), verdoppelt, naͤmlich 
25 ＋ 22 = 2a 


ab, ſo bleibt 2x za +b+ 
alſo iſt x Butt: 
| 1 
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Auf aͤhnliche Art findet ſich 
ebe be 
Fr 2 — e RN 


Durch Probe erkennt man die Richtigkeit der gefunde⸗ 
nen Formeln, naͤmlich 
b — \ 
y+z F u. ſ. w. 
Wollte man zur Abkuͤrzung den Umfang des Dreiecks, 


a bc, durch 28, alſo mit s den halben Umfang bezeich- 
nen (vergl. §. 277), fo wäre nach (8) 


XYZ S s, 
und daher 5 u, 
h, 
2 2 8s — e. 


$. 350. Aufgabe. Um ein Dreieck ABC (Fig. 2) 
iſt ein Kreis mit dem Centrum M beſchrieben, die Radien 
MA, MB, MC find gezogen, und die Winkel des Dreiecks 
BAG oder A u. ſ. w. find gegeben, fo daß AB ＋ C 
2 R; man ſoll die Theile dieſer Winkel berechnen, in welche 
ſie durch die Radien getheilt werden. 

Aufloͤſung. Wegen der gleichſchenkligen Dreiecke hat 
man drei Paare gleicher Winkel, welche die geſuchten ſechs 
Winkel bilden. Man ſetze W. CBM = MCB = x, W. 
ACM = MAC = y, W. BAM = MBA =z, fo hat 
man die drei Gleichungen 


(1) . „ = A, 
(2) Ze . 
(3) . 
ER B-+C | —B A 3 — 
Alſo E r 7 +29 


Oder auch a = FF A u. ſ. w. 
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Nun iſt . = R, folglich = R — A, eben fo 
y = R- B, 2 = R — C, d. h. x iſt das Complement 
von A, u. ſ. w. Man kann dies auch leicht aus geometri⸗ 
ſchen Gruͤnden, mittelſt des Satzes vom Peripheriewinkel, 
ableiten. 

Bemerkung wegen des Pofitiven und Negati- 
ven. Aus den Gl. & = R — A u. ſ. w. ſiehet man leicht, 
daß für ein ſtumpfwinkliges Dreieck einer der geſuchten Win: 
kel einen negativen Werth erhalten muß. Iſt z. B. in Fig. 2. b 
der W. C R, (etwa S 110°), fo bekommt man für 2 einen 
negativen Werth (— 20°), deſſen Nothwendigkeit geometriſch 
durch die Lage der Linien MA, MB begründet iſt, welche 
ſich hier von der in Fig. 2 a. unterſcheidet. Wollte man den 
Gebrauch der Vorſtellung des Gegenſatzes der Winkel nicht 
geſtatten, ſo wuͤrde man fuͤr dieſen Fall des ſtumpfen W. C. 
die Aufgabe beſonders auflöfen muͤſſen. Dabei würde man 
die unbekannten Zahlen für die Winkel durchgängig poſitiv 
denken, koͤnnte fie etwa durch x, y, 2 bezeichnen, würde fo 
die Anſatzgleichungen finden 

() 7 — 2 
(2) * — 2 
(3) xX+y 
und hieraus erhalten 
r —A-+-B-+C 
"® 


ll 
” 


XR 
n 
va 


2 deer 


Hier ſtimmen die Werthe von x’, „ mit den obigen für x, 
y überein; der von 2 aber iſt das Gegentheil deſſen von 2, 
und daher poſitiv, wenn der von 2 negativ iſt. 


. 
2 
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Man ſiehet, daß hier die Idee des Gegenſatzes der 
Winkel ſehr vortheilhaft iſt, in ſo fern ſie die Allgemein⸗ 
heit der obigen Aufloͤſung begruͤndet. Aehnliche Vortheile 
werden ſich noch ungemein haͤufig bei der Anwendung des Ge⸗ 
genſatzes der Geraden und der Winkel ergeben. 

Bei der ſehr verwandten Aufgabe von $. 349. kann 
nichts Negatives fuͤr die geſuchten Linien aus den gefundenen 
Formeln erſcheinen, weil nach §. 62. dabei keine der Zahlen 
a, b, c größer ſeyn darf, als die Summe der beiden andern, 
und daher jeder der Ausdruͤcke — a b e, a bc, 
a2 ＋ b — c poſitiv if. (Man muͤßte denn eine der Zahlen 
a, b, c oder mehre derſelben als in ſich negativ annehmen, 
wozu aber kein Grund vorhanden iſt.) 

Anm. Die Aufgabe des §. 349. betrifft bloß Linien, die des 
gegenwärtigen nur Winkel. Im Naͤchſten werden die Aufgaben wie: 
der bloß Linien betreffen. Die Aufloͤſung von Aufgaben, in denen ſich 
Linien und Winkel, theils als gegebene theils als geſuchte Größen, mis 
ſchen, kann erſt in der folgenden vierten Abtheilung gelehrt werden. 
Doch konnen im Naͤchſten rechte Winkel vorkommen, auch Bedingungen, 
daß gewiſſe Winkel halbirt werden, u. dgl. 

§. 351. 1) Aufgabe. Von einem rechtwinkligen Drei⸗ 
ecke ABC, worin ZC = 90°, iſt gegeben die Kathete 
BG S a und die Summe der beiden andern Seiten AB 
AC = s; man ſoll daraus dieſe beiden andern Seiten be: 
rechnen. 

Erſte Aufloͤſung. Wird die Hypotenuſe x genannt, 
fo iſt die unbekannte Kathete AC = s — x, alſo, vermoͤge 
des Pythagoriſchen Lehrſatzes, der hier den Hauptgrund der 
Aufloͤſung geben muß, 

2 + (s-x)” = # 
oder 22 ＋ 6 29x) „ ** * 
daher 2 * m 3 ＋ 2 
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und AB — Xx a 
Is 
Nun iſt AC s- X Ss — pa? = 2 „ +? 
25 e > 
oder AC = — — ar 
2— 16 2—22 14 —2 2282 ＋-4˙ 
Bei der Probe it AC en - 8 
BC? — a? 422 22 
* 482 
alſo A402 + BC — an at, 
432 
i 2 = (ehe)? _ det at 
Aber es iſt auch AB =( 25 = 475 


folglich Ac: ＋ BC? AB2, wie es ſeyn muß. 
Zweite Aufloͤſung. Man ſeze AB = x und AC 
= y, fo hat man 
(1) x ＋ y=s, 
(2) > it = oe 
Da * — 7 = (xy) . (x- y), fo folgt leicht 
ö Y 
Jetzt kennt man in (1) und (3) die Summe und die Difs 
ferenz der Unbekannten, und findet daraus 


r 
7 e * 
Prey" a 2 — 22 

N 


2) Aufgabe. Es iſt gegeben die Kathete BC Da, 
und die Differenz der beiden andern Seiten, AB - AC Nd; 
man ſoll dieſe Seiten berechnen. 

Aufloͤſung. Es genuͤge hier die der zweiten Aufldfung 
der vorigen Aufgabe entſprechende Methode. Wenn ABx, 
ACg y, fo hat man 
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(1) 8 m; 
2) * -* =. 


N 2 
Daraus findet man * AA 
b „ nd = 
folglich r N 
— 22 d _ a2 —d? 
e 


Bemerkung wegen + und —. Sollen alle Seiten 
durch poſitive Zahlen ausgedrückt werden, fo muß in 1. ſeyn 
s ı a, in 2. aber dei a (F. 62). Nimmt man, hiemit im 
Widerſpruche, sıla, oder d|ı a, jedoch s wie d poſitiv, fo er⸗ 
ſcheint für die Kathete y ein negativer Werth, bei welchem 
jedoch die aus dem Pythagoriſchen Satze entſprungene Gl. 
(2) eben ſo gut Statt findet, wie bei der entgegengeſetzten 
poſitiven Zahl, weil (— af} = as. 

Anm. Ungeachtet in beiden Aufgaben die Gl. (2) die Unbekann⸗ 
ten in der zweiten Potenz enthielt, fo kam man in den Auflöfungen doch 
jedesmal auf Gleichungen des erſten Grades zuruͤck, woher die Werthe 
der Unbekannten Ausdrücke ohne Wurzeln, alſo rational wurden. Dieſes 
giebt ein Mittel, Verbindungen von drei rationalen Zahlen, ja von drei 
ganzen Zahlen zu finden, welche als Ausdrücke von Seiten eines recht⸗ 
winkligen Dreiecks angeſehen werden koͤnnen. ; 

Wir brauchen bloß die Aufgabe in 1. hiezu anzuwenden, da die 
andre Aufgabe auf ganz ähnliche Reſultate führen würde. Man ſetze 


s—2, l, fo bekommt man x = = * = 4 T 1 
— 25 fo daß die Seiten find AB — 83 ac 4 BC D I. 


Man verſtehe unter m irgend eine Zahl, ſo muͤſſen die Werthe 42 m, 


Im, Im, als Seiten eines Dreiecks angenommen, ein Dreieck ge⸗ 


ben, das dem ABC ahnlich, alſo rechtwinklig iſt. Für m — 4 bekommt 
man die Zahlen 5, 3, 4 als Seiten eines rechtwinkligen , und 
wirklich iſt 3? ＋ 42 — 52. (f. 202. II. I.) 


* 
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Da die Formeln 
a Ke , 5, 
22 25 
die drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks geben, fo muͤſſen auch ganz 
allgemein die Formeln 


, . a m. 
daſſelbe thun. Man ſetze m 23, fo find 
\ 22 ＋ as, 22 — 22, Bas 


Werthe, welche immer drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks geben. 

Für s = 2, 2 l bekommt man hieraus, wie oben, die Zahlen 
5, 3, 4. Fuͤr s 5, a2 bekommt man 29, 21, 20 u. dgl. 

Die hiemit verwandte bloß arithmetiſche Aufgabe, drei ganze Zah⸗ 
len, x, y. 2 zu finden, fo daß x? — 2 ＋ 22, gehört zur ſogenannten 
unbeſtimmten Analytik; man ſiehet, daß fie gelöfet wird, wenn 

sp rg, „ = p — 2, 2 2p 

geſetzt wird, unter p und g beliebige ganze Zahlen verſtanden. 

$. 352. 1) Aufgabe. Aus der Hypotenuſe eines 
rechtwinkligen Dreiecks S h und der Summe der Katheten 
Ds dieſe Katheten zu berechnen. 

Die Aufloͤſung as auf verſchiedene Weiſe duscht 
fuͤhrt werden. 

I. Nur eine der Katheten ſoll durch einen Buchſtaben, 
x, bezeichnet werden. Die andre iſt dann S s — xX, folglich 
nach dem Pythagoriſchen Satze: 


x? ＋ (s — x) = ha, 
woher entſtehet 2x? — 28 Xx ＋ 82 — h?, 
oder 5 ** — 8X = . 


Die Aufloͤſung dieſer quadratiſchen Gleichung giebt 
s E Dr) 
— — 


Es wird nicht unnuͤtz ſeyn, hier aus der Algebra die Formeln zur 
Auflöfung einer unreinen quadratiſchen Gleichung aufzuſtellen. 


X 2 
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Daraus entſtehet fuͤr die andre Kathete der Werth 
5 Seren 

Die Ableitung dieſes Werthes zeigt unmittelbar, daß, wenn 

für die erſte Kathete der Werth mit + vor der Y genom⸗ 

men wird, die andre den Werth mit — erhalten muß, und 

umgekehrt dieſe den Werth mit +, wenn man bei jener — 

genommen hat. 

II. Jede der Katheten ſoll mit einem Vuchſtaben be: 
zeichnet werden, die eine mit x, die andre mit y. Man ge: 
langt zu den Anſatzgleichungen 

(1) * S, 
(2) x? ＋ y 2 h. 
Nun kann man auf verſchiedene Weiſe verfahren. Z. B. 

A. Eliminirt man ganz auf gewoͤhnliche Weiſe eine 
Unbekannte, etwa y, indem man ihren Werth aus (1), 
naͤmlich ys — x in (2) ſubſtituirt, fo hat man eine Auf⸗ 
loͤſung, die im Weſentlichen mit der in I zuſammenfaͤllt. 

B. Da man in (1) die Summe der Unbekannten 
kennt, fo ſuche man die Differenz X — y; denn aus dieſer und 


1. Für eine quadratiſche Gleichung von der Form 
8 


X * ’ 
wo alfo x? den Coefficienten 1 bat, iſt die Formel zur Aufloͤſung 


(I) X - A E Dr. 
7 Er wi 
oder auch (2) x BE En E17 
II. Für eine quadratiſche Gleichung von der allgemeinern Form 
a X ＋ bx = C 
iſt die Aufloͤſungsformel 
(23 1 2 — b LA, 
2a 
oder (4) „SA. (rf). 
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der Summe werden ſich dann die Unbekannten leicht finden 
laſſen. Am bequemften iſt es dazu, die Differenz mit einem 
Buchſtaben, er ſey u, zu bezeichnen. Dann folgen aus y 
s und x- y Su für x und y die Ausdrüde 


s T u — — u 
— 7 —. 


— 


— 

Subſtituirt man dieſe Werthe in (2), ſo bekommt man eine 
Gleichung, die bloß noch u als Unbekannte enthaͤlt, naͤmlich 

2 —— 22 — 2 u + u? S h, 
vereinfacht , 
woher us A 
und n, 
folglich * ;. („ h), 

2 — * 


1 — 1 (FV 2), 


C. Man finder aber auch die Differenz x — y, ohne 
fie mit einem beſondern Buchſtaben zu bezeichnen, folgender⸗ 
maßen: 

Man quadrire (1) und ziehe von der entſtandnen Glei⸗ 
chung die (2) ab, fo kommt 2xy = s hs. 

Dies von (2) abgezogen, bleibt 
x - 2 R ＋ Y =2h? - 82, 
Hieraus iſt durch Wurzelausziehung 
x - y Th 2, 
und nun folgen hieraus und aus (1) dieſelben Werthe wie 
vorhin. 


Bemerkung 1. Ein Verfahren wie unter B. kann bei 
vielen aͤhnlichen Aufgaben angewandt werden, und verdient, 
vorzuͤglich empfohlen zu werden. Man kann dabei die Sache 
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ſo betrachten, als ſey zu den zwei Gleichungen noch eine 
dritte mit einer dritten Unbekannten hinzugefügt, nämlich x — y 
Su, durch welche Hinzufuͤgung die Elimination und Auflö⸗ 
ſung erleichtert wird. 

Bemerkung 2. Die Auflöfungsformel für x unter 
ſcheidet ſich von der für y nur in den Vorzeichen vor der 
Wurzel, und ſchon aus der Aufloͤſung in I. erhellt, daß man 
eigentlich zwei Antworten auf die in der Aufgabe enthaltene 
Frage bekommt, naͤmlich 
entweder (a) x( Vh—s=), y = (e s), 
oder (b) x= (— Zh — 52), y=i(s+y2h?—2). 
Da übrigens die zweite Antwort dieſelben Zahlen als Kathe— 
ten giebt, wie die erſte, ſo kann man ſich mit einer dieſer 
Antworten begnügen. Z. B. für s = 41, h=29 iſt es hin: 
reichend, zu beſtimmen X 21, y = 20, mit Weglaſſung von 
xXx = 20 und y = 21. g 

Alles dieſes hat ſeinen Grund in Folgendem: Die Gl. 
(1) und (2) enthalten x und y fo, daß durch deren Vers 
tauſchung die Aufgabe ſich nicht ändert, indem y-x=s 
und y ＋ x? h* mit den Gl. (1) und (2) identiſch find. 
Man druͤckt dieſes aus: „* und y find ſymmetriſch in (J) 
und (2) enthalten,“ oder: „dieſe Gleichungen find ſymme— 
triſch für x und y.“ Jene Vertauſchung muß daher auch 
an den Aufloͤſungsformeln erlaubt ſeyn, fo daß, wenn 

> (s +V2h?_— 2), =: (s—Y2b’—?), 
auch muß ſeyn koͤnnen 

y SGN -s), x=i(s-V2r 2): 

Man erkennt den Einfluß dieſer Symmetrie der Anſatzgl. 
(1) und (2) für x und y befonders deutlich, wenn man zu: 
erſt y, dann x aus ihnen eliminirt. So findet man zuerſt 
für x die Gleichung 
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*ð*² — 8 R pr , 
2 


welche ſich auch in I. ergab. Für y erhält man 

5 — 85 ae 
eine Gl., die von der für x ſich bloß darin unterſcheidet, daß 
ſtatt x ſtehet y. Es muͤſſen alſo auch die Endwerthe für x 
zugleich die für y darſtellen, und die Aufloͤſung der Gl. für 
x kann als zugleich y beſtimmend angeſehen werden. Man 
darf ſchreiben 


71 22. ( ih 2) 
muß aber noch die Bedingung hinzufuͤgen, daß, wenn bei x 
das I vor der Y genommen iſt, bei y das — gelten muß, 
und umgekehrt; eine Bedingung, die man daraus als noth⸗ 
wendig erkennt, daß nur fox ＋ y s wird. 

Auch ſpaͤter wird bei manchen andern Aufgaben etwas 
Aehnliches Statt finden, und wohl zu beachten ſeyn. 


2) Aufgabe. Aus der Hypotenuſe h und der Diffe⸗ 
renz der Katheten — d dieſe zu berechnen. 

Aufloͤſung. Wir wollen von den verſchiedenen Metho⸗ 
den nur diejenige durchfuͤhren, welche der bei der vorigen 
Aufgabe unter II. B. angewandten analog iſt. Zu den An⸗ 
ſatzgleichungen 

(1) x yd, 
(2) ir ya EN, 
fügen wir hinzu 
(3) z+y=z, 
und ſuchen, durch Elimination von x und y, die Unbekannte 
2 zu beſtimmen. Aus (1) und (3) iſt 
2 — d 


(% „, 0 


2 
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Die Subſtitution dieſer Werthe in (2) giebt bei Vereinfachung 
2 2 — 2h — dz, 
woher 2 = n — ds. 
Hieraus entſtehen nun zwei Antworten auf die vorge⸗ 
legte Frage, naͤmlich 


(a) Setzt man z = +Y2h? — d in (4) und (5), 
fo fommt 
x=. Th df ＋ d), y = 2. 0 m I). 
(b) Setzt man z = — 2h — dz, fo erhält man 
* (in -d +d), „ (-in -g). 
Anm. 1. Das in (a) und (b) Gefundne iſt weſentlicher von 
einander verſchieden, als das bei der erſten Aufgabe in den zwei Antwor⸗ 
ten unter (a) und (b) Enthaltene. Dies rührt daher, daß hier x und y 
nur in (2), nicht auch in (1) ſymmetriſch enthalten find. 
Dieſer Umſtand hat auch die Wirkung, daß bei gewoͤhnlicher Eli⸗ 
mination von y und x aus (1) und (2) ſich die Gleichungen finden 
2 — dx in 
72 * teen 5 


“ 
- 


Gleichungen, welche, wegen der Glieder — dx und + d y, ſich nicht 
bloß in der Benennung der Unbekannten unterſcheiden. Dies zur Ver⸗ 
gleichung mit dem uͤber die erſte Aufgabe in Bem. 2. Geſagten. 

Anm. 2. Sind h und d pofitive Zahlen, wie, bei der Anwen⸗ 
dung, in der Regel wohl der Fall ſeyn würde; fo führt (b) immer auf 
negative Zahlen, fo daß entweder x und y, oder nur y negativ iſt. In 
(a) aber iſt dann x immer, y nur zuweilen poſitio; negativ iſt naͤmlich 


y, wenn Nn dr <a, 

oder alſo, wenn 2 h — d < d, 

oder hr < 24, 

oder h Led (oder h s d). 


Dieſes hängt vom Satze F. 62. 2. ab, wonach die Differenz 
zweier Seiten kleiner ſeyn muß, als die dritte Seite des Dreiecks. Dieſer 
Satz muß ſich auch auf die Zahlen erſtrecken, welche die Seiten aus. 
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drücken, jedoch nur, wenn fie alle poſitiv find. Daher muß die Annah⸗ 
me, helf d, welche jenem Satze widerſpricht, auf Negatives führen. 
Anm. 3. Sf in Aufg. 1. 32 f &h?, fo wird 2h?— 5? negativ, 
Vn alſo imaginär, x und y erhalten keine reelle Werthe. Statt 
dieſer Bedingung fir das Imaginaͤrſeyn darf man auch ſetzen h 2. 
Iſt e = h 2 (oder = — h/ ), fo bekommt man / m- , 
folglich X — 2 und auch y 2 das Dreieck hat gleiche Katheten, 


iſt ein gleichſchenkliges. Für s ı| hY 2 bekommt man ſowohl x als y 
reell, aber einander ungleich. Man kann hieraus ſchließen, bei einem 
gleichſchenkligen rechtwinkligen Dreiecke ſey die Summe der Katheten grös 
ßer, als bei einem nicht gleichſchenkligen, welches dieſelbe Hypotenuſe hat. 

Aehnliche Betrachtungen koͤnnen bei Aufg. 2. angeſtellt werden. 
Hier darf nicht duft hY2 ſeyn, wenn x und y reell ſeyn ſollen. Für 
d = h 2 bekommt man, aus (a), X 4 S, ‚==? 
=- h; die eine Kathete ift alfo negativ, jedoch der andern an 
Quantität gleich, und fo hat man auch bier ein gleichſchenkliges Dreieck. 
Will man auch negative Werthe von d, und in 1. von s geſtatten, fo 
muß, wenn x und y reell ſeyn ſollen, hier d, wie s in 1., zwiſchen 


den Grenzen h 2 und — h 2 liegen. 

Anm. 4. Die Confiruction obiger Aufgaben kommt nach $. 184 
(welcher hier nothwendig erſt nachzuſehen iſt,) auf das Bilden eines Drei⸗ 
ecks aus zwei Seiten und einem von ihnen nicht eingeſchloſſenen Winkel, 
nach der Methode von F. 84. oder §. 155. 3 zurück. 

Bei Anwendung der Methode von F. 84 auf die erſte Aufgabe 
iſt zuerſt ein Winkel BER = 5 R zu zeichnen (Fig. 3), deſſen Schen⸗ 
kel BE s zu machen, dann aus B als Centrum mit einem Radins 
—h ein Kreis zu beſchreiben. Schneidet dieſer den Schenkel ER in A, 
fo it L EAC RN zu machen, dann wird ABC das gefuchte Drei⸗ 
eck ſeyn. Es gehen im Allgemeinen zwei Dreiecke heroor, ABC“ und 
A”BC”; dieſe werden aber congruent ſeyn, nämlich BC S BA, 
(denn Z BAC — BAA — CVE BAA“ — BEA’ — ABC, 
die übrigen gleichen Stuͤcke finden ſich leicht), fo daß man in gewiſſer 
Art nur ein auflöfendes Dreieck hat. Dieſes entſpricht dem oben in der 
Bemerkung 2. Geſagten. Statt der zwei Schnittpunkte A’ und A” or 
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hält man nur einen Beruͤhrungspunkt a, und daraus ein gleichſchenkli⸗ 
ges rechtwinkliges Dreieck ze, wenn BE Ba 2 oder alſo wenn 

= h/ 2. Iſt s größer als h Y2, fo hat der aus B beſchriebene 
Kreis mit ER gar keinen Punkt gemein; das Dreieck wird imagindr. 
Dies entſpricht dem in Anm. 2 Geſagten. N 

Ganz Aehnliches findet ſich bei Anwendung der Methode von 
$. 155. 3. Hier kann man fo verfahren. Man mache Gig. 4) AB h. 
Aus dem Mittelp. M diefer Linie als Centrum conſtruire man einen 
Halbkreis ANB, als denjenigen Bogen, welcher einen rechten W. als 
Peripheriewinkel faßt; aus dem P. N, in welchem dieſer Halbkreis durch 
ein aus M auf AB errichtetes Loth geſchnitten wird, als Centrum, be 
ſchreibe man einen zweiten Kreisbogen über AB, der einen Peripherie⸗ 
winkel — 4 R faffen wird. Hierauf beſchreibe man aus B mit einem 
Radius — s einen Kreis, dieſer ſchneide den zuletzt conſtruirten Kreis⸗ 
bogen in E. Dann ziehe man BE, welche Gerade den Halbkreis in C 
ſchneide, fo iſt, wenn man noch 40 ziehet, A ABC das verlangte. 
Hiebei werden ebenfalls im Allgemeinen zwei Schnittpunkte E und dar⸗ 
aus zwei congruente Dreiecke, nämlich ABO’ S BAC” erſcheinen; im 
Falle, daf s dem Durchmeſſer des zweiten Kreisbogens, oder alfo 
—hY2, wird ſich nur ein Beruͤhrungspunkt e und daraus ein gleichſch. 
rechtw. Dr. Age, oder ABN, finden; endlich, wenn s |ı hY2, wird 
kein Schnittpunkt E erſcheinen, und das Dreieck ABC imaginaͤr ſeyn; — 
Alles dem über die algebraiſche Aufloͤſung Geſagten entſprechend. 

Auch bei allen andern Aufgaben ahnlicher Art entſprechen die Ber 
dingungen der Unmoͤglichkeit der Conſtruetion genau den Bedingungen 
des Imaginaͤrſeyns der Unbekannten bei der algebraiſchen Aufloͤſung. 

Die in der algebraiſchen Aufl. der erſten Aufgabe gefundnen Werthe 
von x und y koͤnnen auch aus der erſten Cohſtructions-Aufloͤſung in Fig. 3 
bequem abgeleitet werden. Dabei iſt zu Grunde zu legen, daß Y2 der 
Verhaͤltnißerponent der Hypotenuſe eines gleichſchenkligen rechtwinkligen 
Dreiecks zur Kathete iſt. (S. §. 222. I. Beiſp. 4). In Fig. 3 iſt nun 
BE s die Hypot. des gleichſch.-rechtw. Dr. Ba E. Daher die Kathete 


Ea = aB 75 und a B32 a Nun iſt BA — BA” — a, alfo, 
durch den Pythag. Satz 
4 = = V= = == 
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daber EA“ = Ea ＋ 2A“ 5 * has me 


| Mh A4 8 


EA” s Va? — 7 


Endlich RE 1 2 = = ac Mar, 
EA’ 6 22 — 2 
C 2 — — — — 
* . 3 


So ſtimmt A’C” mit dem obigen Werthe von x, A’C’ mit dem 
von y überein, 


Anm. 5. Man vergleiche mit den Conſtructionen unfrer Aufg. 1. 
in Fig. 3 und 4 noch folgende Conſtruction, durch welche die Aufg. I. 
aus F. 351. gelöfet wird (F. 162. 1). Man zeichne (Fig. 5) die gegebe— 
ne Kathete AB Da, lege an fie den rechten Winkel BAR, ſchneide auf 
deſſen Schenkel die Linie A s ab, ziehe BD, bilde dann ein gleich⸗ 
ſchenkliges Dr. BDC, entweder indem man L DBC = ADB macht, 
oder indem man durch den Mittelpunkt von BD ein Loth errichtet, wel— 
ches AR in C ſchneidet. Dann iſt ABC das verlangte Dreieck. Hier 
findet ſich bei jeder Methode der P. C durch das Schneiden zweier Ge— 
raden. — In den Conſtructionen unfrer erſten Aufgabe des gegenwärtigen 
§. dagegen, wurde, in Fig. 3, der P. A durch das Schneiden einer 
Geraden und eines Kreiſes, in Fig. 4 der P. C durch das Schneiden 
zweier Kreiſe gefunden, weshalb dort zwei Punkte A, hier zwei Punkte 
C, und jedesmal zwei aufloͤſende Dreiecke ABC hervorgingen, die ſich 
jedoch congruent fanden. 


Dieſen Eigenheiten der Conſtructionen der Aufgaben entſpricht in 
den algebraiſchen Aufloͤſungen der Umſtand, daß im $. 351. 1. eine Gl. 
des erſten Grades, im gegenwaͤrtigen §. aber eine Gl. des zweiten Gra, 

des ſich für x gefunden hat, und daß eine Gl. des erfien Grades nur 
einen Auflöfungswertb, eine quadratiſche aber zwei Aufloͤſungswerthe 
giebt. — Gleiches wird man im Folgenden allenthalben bemerken. 


§. 353. Aufgabe. Aus der Hypotenuſe Sa und 


dem Flaͤcheninhalte S F eines rechtwinkligen Dreiecks feine 


Katheten zu berechnen. 
Geometrie Thl. II. 2 
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Aufloͤſung. Die Anſatzgleichungen find 
D 
(2) xy =,2E. 
Wir wollen diefe Gl. auf zwei verſchiedene Arten behandeln. 
I. Erſte Art. Setzt man aus (2) den Werth für y, 


naͤmlich ., in (1) fo erhaͤlt man nach einigen Umwandlungen 
x’ — a x4 = — 42. 

Die Aufl. dieſer biquadratiſchen Gl. kann durch Subſtitution 
einer Huͤlfsunbekannten, etwa q, ſtatt x” auf die Aufl. einer 
reinen und einer unreinen quadratiſchen Gl. zuruͤckgefuͤhrt wer⸗ 
den. Dieſe ſind 

?— a4 = —4R 
und > Sl 


Daraus entſtehet x = * 2 —16 55). 

Fuͤr y wuͤrde, bei ähnlicher Behandlung der Gleichun⸗ 
gen, weil x und y in ihnen ſymmetriſch enthalten find, eben 
dieſelbe Formel gefunden werden. 

Das zweimal vorkommende Doppelvorzeichen & betref— 
fend iſt zu bemerken: Angenommen, was am natuͤrlichſten an: 
zunehmen iſt, es ſey F eine poſitive Zahl, ſo ſoll xy in (2) 
poſitiv ſeyn, folglich muͤſſen x und y Zahlen von einſtimmi⸗ 
ger nicht von entgegengeſetzter Art ſeyn; dies entſcheidet uͤber 
das Zuſammengehoͤren der aͤußeren Vorzeichen. In Bezug 
auf das innere Vorzeichen * benutze man eine der beiden Anz 
ſatzgleichungen, am bequemſten (1), um durch Subſtitution 
des Werthes von x in diefelbe das zugehoͤrige y zu beſtimmen. 

Aus (1) iſt y = a — K, 
aber * . 


folgih y. = » — LL 
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wo vom & in x* und vom in y? entweder die obern 
oder die untern Vorzeichen zuſammengehoͤren. Man hat alſo 
4 Verbindungen von Aufloͤſungsgleichungen: 


0 = YU nö), 
VE nh. 
0 x= = eh, 
y= V3.@+ Vario). 
O ee 
y Vieh). 
0 = = ef), 
Ve. 


Da uͤbrigens die Werthe in (e) und (d) mit denen in 
(2) und (b) der Quantität nach übereinftimmen, nur negativ 
ſind, und da man ſelten einen Grund haben wird, die nega— 
tiven Werthe noch anzugeben, wenn man die poſitiven genannt 
hat, fo kann man ſich meiſtens mit den Antworten (a) und 
(b) begnügen. Aber ſelbſt von dieſen iſt die eine (a) ziemlich 
hinreichend, indem die Werthe in (b) mit denen in (a) über: 
einſtimmen, nur daß der, welcher dort x heißt, hier y, der, 
welcher dort y heißt, hier x genannt iſt, — ein Umſtand, 
welcher darin ſeinen Grund hat, daß x und y in (1) und 
(2) ſymmetriſch enthalten ſind. 


II. Zweite Art. Man verdoppele Gl. (2), addire 
fie dann zu (1), ziehe fie aber auch von (1) ab, fo findet man 
2* 
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R** ＋ 2x T y“ = a ＋ F, 

x — ?2ıy+y? = 27 — 4, 

daher (SY x+y = Va —AF, 
(D) x—y = £ Ya —4F. 


Nimmt man in (8) und auch in (D) vor der Y das 
Zeichen +, fo kommt 4 
() x = IF + Va —4F, 
y = F — 2% — F. 
Aus anderer Annahme der Zeichen in (S).und (D) folgt 


(b) x = IF — 2% ATF, 
y= ZV IF + IF,; 
() X = u F + /i. 

AR TIF — za — IF: 
( x = - αο iF — 2/4 — , 
yz= Ai 2% — A. 


Auch von dieſen vier Formelverbindungen kann eine ein— 
zige, z. B. die in (a), als hinreichende Antwort auf die Frage 
der Aufgabe betrachtet werden. 

Es muß aber auffallen, daß dieſe Aufloͤſungsformeln 
nicht mit denen in I. uͤbereinſtimmen; jedoch laͤßt fich zei: 
gen, daß dieſe Verſchiedenheit nur die aͤußere Form, nicht den 
Werth betrifft. Eine jede der eben gefundnen Formeln kann 
man in die entſprechende aus I. verwandeln. Z. B. 

x = ATF + 2% 7 AF 
giebt durch Quadriren 


—4 D 
EHE.) SIE ee 


= . (a + Va I), 
daher durch Wurzelausziehung den in I. (a) gefundnen Werth. 


88 
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Umgekehrt wird eine der Formeln aus I in die entſpre⸗ 
chende von II verwandelt, indem man die allgemein richtige 
Formel 


vA+xyB = V 
anwendet. (S. Meier Hirſch, Sammlung von Beiſpielen 
aus der Buchſtabenrechnung und Algebra S. 51). 


Zablenbeifpiel, 22217, FW giebt, fowohl aus I. (a) als 
aus II. (a), X= 15, y =. 


$. 354. Aufgabe. Aus dem Inhalte = F und dem 
Umfange = U eines rechtwinkligen Dreiecks feine Seiten zu 
berechnen. 

Erſte Aufloͤſung. Man ſetze eine Kathete x, fo 


iſt die andre Kathete S 277 die Hypotenuſe alſo, wegen des 


A VA?—B 5 * 
—— ——— > 


gegebenen Umfangs, = U -_.— „folglich aus dem Py⸗ 
thag. Satze 
( n 
7 * X75 


daher 2Ux®— (U?+-4F).x - 4FU, 


(PLATE af), 


wofuͤr man auch ſchreiben kann 
x = 24. (U＋ A= url). 

Dieſer Werth von x giebt vermoͤge des Doppelvorzei⸗ 
chens A zugleich auch die andre Kathete. 

Zweite Auflöfung, Man bezeichne die beiden Kathe— 
ten durch x, y, die Hypotenuſe durch 2, (fo kann man fols 
gende Anſatzgleichungen bilden: 

(1) x ＋ y U-, 
(2) xy = 3, 
(3) R Ey \2?, 


und 8 


http://rcin.org.pl 


22 Epipedometrie. Dritte Abtheilung. 


Aus (2) u. (3) iſt (y) X 2X EY z’+AF, 
aus (1) aber ((A Y) = U- 2Uz ＋ 2, 

folglich 2244 F = U?— 2Uz ＋ 2 

oder 2Uz = U2—4F, 

fo hat man für die Hypotenuſe eine Gl. des erſten Grades, 
aus welcher 


Iſt 2 berechnet, ſo findet man 
XV = Um, xy = Vz? —4F, 
und hieraus die Katheten x und y ſelbſt. 

Anm. Die Vergleichung der beiden Auflöfungen zeigt, wie zweck 
maͤßig es zuweilen ſeyn kann, mehre Unbekannte durch beſondre Buchſta— 
ben zu bezeichnen, ſo viel Gleichungen zu entwickeln, wie Unbekannte 
vorhanden find, und dann die einfachſte Eliminationsart zu wählen. Man 
vergl. mit obiger Aufl. auch die Newtons in; Arithmetica universalis, 
Quaest, geom., Probl. 3. n 


8.355, Aufgabe. Der Umfang eines rechtwinkl. Drei⸗ 
ecks — U und das aus dem rechten Winkel zur Hypotenuſe 
gefaͤllte Loth — f find gegeben; man ſoll die Seiten berechnen. 

Aufldfung. Die Seiten wie in 5. 354. zweite Aufl. 

bezeichnet, hat man 


(1) X/ = U—z, 
(2) xy = Sz C. 256. 11.3) 
(3) x?+-y? = 25. 


Indem man x und y auf dieſelbe Weiſe wie im voriden 
F. eliminirt, erhalt man für z eine Gl. des erſten Grades, 
aus der ſich findet 


= 


u: 
SUFD 
Die Beftimmung von x und y iſt fodann leicht. 
Anm. Die für x und y gefundne Gl. enthält die Proportion 
2. (UH): U = U. 
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d. b. der Umfang eines rechtwinkl. Dreiecks iſt die mittlere geometriſche 
Nroportionale zwiſchen der Hypotenuſe und der doppelten Summe des 
Umfangs und des Lothes. — Vergl. Newton in Arithmetica univ., 
Quaest, geom,, Probl 4. 

$. 356. Aufgabe. Die drei Seiten eines Dreiecks 
find gegeben, Ake, AC b, BC=a; man ſoll berechnen 
1) die durch ein aus C auf AB gefälltes Loth CD in AB 
hervorgebrachten Abſchnitte AD und DB, 2) das Loth CD, 
3) den Flaͤcheninhalt F. (Fig. 6.) 8 

Auflöfung J) Man ſetze AD x, DBS y. Es 
ſeyen A u. B ſpitze Winkel, fo liegt D innerhalb AB (Fig. 6. a), 
und man hat XY AD DB = AB S e, wenn c, 
x und y poſitive Werthe haben. Dieſe Gl. X Ey = c hat 
aber ihre Richtigkeit, ſelbſt wenn D in der Verlängerung von 
AB liegt, es ſey über B (Fig. 6. b) oder über A (Fig. 6. c) 
hinaus, ſobald man nur im erſten Falle y und im zweiten x 
als negative Zahl denkt. (Vergl. Th. I. S. 229.) Dies laͤßt 
im voraus erwarten, daß auch die Formeln, welche am Ende 
der Aufloͤſung für x und y herauskommen werden, bei ihrer 
Anwendung auf Zahlenbeiſpiele durch E und — die Lage des 
Punktes D genau beſtimmen werden. (Vergl. §. 223). 

Nach dem Pythag. Satze hat man ganz allgemein, fuͤr 
negative wie fuͤr poſitive Zahlen 


CD?—- AC?— AD? = ba — x*, 
„und CD?’= BC? — DB? = 2?— *, 
woher x - * = b — a. 


So hat man alſo die aufzuloͤſenden Gl. 
(1) * Wi 0 
(2) x— y* = ba. 
Mittelſt Divifion von (2) durch (1) findet ſich 
b. _ bl 
0 c 


(3) sy 
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Alſo iſt x D — — 


u ol 20 
b?— al a?— b -E c 
H N N ] 
Dieſe Formeln ſtimmen ganz mit den in $. 223 für fund g 
gefundenen überein, ſollen aber hier noch einigen Umwandlun— 
gen unterworfen werden, welche ſich hauptſaͤchlich auf folgende 
bekannte Gleichungen der Buchſtabenrechnung gruͤnden, 
P— d = (pA). (- 

p'＋ 2p 4? = (pc 

pP°— 2p d = (p-). 
Man findet, indem man auf doppelte Weiſe umwandelt, 
erſtens 
. * en — 8 . 


a 18 


(LA). 


= 


2c 
oder — beet er) S (, D) 
N 
18 u Ae n ir 4b = l 
„ e N. 
Enz 2c 20 
oder * . ‚ Y Y Y Y ‚‚g‚gH— (c. 
Anm. Aus Gl. (3) ergiebt ſich auch 
e i ba = ba : x—y 


Dies iſt der in F. 262 geometriſch bewieſene Satz. 

Die Werthe von „, welche denen von x in (I, B) und (J, C) ana⸗ 
log find, bekommt man, wenn man in dieſen a mit b umtauſcht. 

2) Um nun das Loth GD zu beſtimmen benutze man die 
Gl. CD’= b’— x = (b-++x).(b_x), indem man die 
Summe b+x aus (I, B), und die Differenz b—x aus (I, C) 
ableitet. Man erhaͤlt 

ben (Abc). . 


20 
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b x N=. 


mithin CD Ter (a bc. - ab-). (ab- -q). a -b) 
und CD . VGA tb q). -- bc). (ab- -g). Alm? 


25 
Haͤtte man in CD’— b?—x? ſtatt x feinen Werth aus 
(I, A) geſetzt, fo hätte man gefunden 
CD’— bz 9 — a3 F 


4e * 
und hieraus endlich 
CD=I.yab FR eee (l. 
Anm. Das in (II. B) unter dem Wurzelzeichen ſtehende ſechs— 
theilige Polynom iſt dem Producte der vier dreitheiligen Factoren in 
(II. J gleich, wie ſich bei Ausführung der Multiplication findet. Die 
Formel (II, A) iſt aber für die Rechnung bequemer, und ſelbſt zur Ans 
wendung der Logarithmen geeignet. Eine dritte Formel fir CD wird 
ſogleich unter 3. aufgeſtellt werden. 5 
3) Endlich findet man den Werth des Inhaltes F durch 
die Gleichung F = F.. Setzt man in dieſelbe den 
Werth von CD aus (II, A) oder aus (II, B) fo hat man 
FZ. VAT. (-ab (abcr -) (III, A) 
—4. VDC TDCi (III, B). 
Nach (III, A) iſt, wegen 4 2.2.2.2, 
Pr Ab- be —atb+e a—bhe abe, 
9a) FF RE TERN RT 
bezeichnet man nun den halben Umfang des Dreiecks, d. h. 


s, durch s, ſo iſt HE sa, u. ſ w., daher 


F == Vs. (-a). (5). ( (III. C) 
In dieſer Geftalt ſtimmt die Formel mit der in §. 279 mehr 
aus geometriſchen Gründen abgeleiteten überein. 
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Noch findet man jetzt, unter Anwendung des Zeichens s, 
für die Höhe leicht den Ausdruck 


cD = . VT e (i 

Anm. Zur Uebung konnen die Zahlenerempel aus §. 223. 111 

nach den gefundnen Formeln durchgerechnet werden. 
ö Wenn c= 42 4 b?, alſo das Dreieck bei C rechtwinklig, fo 
findet man x — AD = „bb dann, weil 22 2b ＋ 2a?c? 
-+2b2c2? — 4 — bt — c in 4a? ba übergehet, (es iſt naͤmlich a? be 
c , alſo auch (a?-+b?—c?)? — at + 2a2b?--bI—2atc?—2b?c? 
+0), CD = r = fab, welches mit bekannten Eigenſchaf— 
ten des rechtwinkl. Dreiecks uͤbereinſtimmt. 

$. 357. Es find jetzt noch einige Betrachtungen über 
die Formeln des vorigen $., vorzüglich in Bezug auf das + 
und —, und auf das Reelle und Imaginäre anzuſtellen, durch 
welche eine genauere Einſicht in das Verhaͤltniß geometriſcher 
Aufgaben zu ihrer algebraiſchen Behandlung befoͤrdert werden 
foll. 

I. Wenn durch den Gegenſatz des + und — der Zah: 
len für gewiſſe Linien Lagenverhaͤltniſſe derſelben ausgedrückt 
werden, fo kann man fagen, das + und — dieſer Zahlen 
ſey deutſam. Wenn dieſes deutſame und — an Zahlen 
für gegebene Linien Statt findet, fo muß man, bei Anwen; 
dung allgemeiner Aufloͤſungen auf ſpecielle Fälle durch Betrach— 
tung der Lagenverhaͤltniſſe ermitteln, durch welche Zahl, ob 
eine poſitive oder negative, jede ſolche gegebene Linie ausge— 
druͤckt werden muͤſſe; hat aber eben dieſes deutſame + und — 
bei geſuchten und durch die Aufloͤſung gefundnen Größen Statt, 
fo erkennt man umgekehrt aus dem Poſitiv- oder Negativ: 
Seyn der Zahlen die Lagenverhaͤltniſſe der durch dieſelben 
ausgedruͤckten Linien. In allen dieſen Fällen beſtimmen alſo 
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die Zahlen nicht bloße Quantitaͤten, ſondern zugleich etwas 
bloß Qualitatives. 

Kann dagegen für gewiſſe Linien das Poſitive und Nes 
gative nicht Anwendung finden, um Lagenverhaͤltniſſe zu be— 
ſtimmen, fo daß im Gegentheil die Vorzeichen für gewiſſe Li 
nien ganz beliebig find, fo kann geſagt werden, das E und — 
dieſer Zahlen ſey undeutſam. Findet dieſes undeutſame + 
und — an Zahlen fuͤr gegebene Groͤßen Statt, ſo kann man 
dieſen Zahlen ganz beliebige Vorzeichen geben, werd ſie aber 
am liebſten als pofitio anſehen, wenn man nicht irgend woher 
einen Grund hat, ſie als negativ zu betrachten. Hier, ſo 
wie in dem Falle, wo das undeutſame und — an Zahlen 
für geſuchte Linien Statt findet, find die Zahlen als bloße 
Quantitaͤtsbeſtimmungen anzuſehen. 

Durch genauere Betrachtung unſrer Aufgaben von $. 356. 
muß dieſes Alles verdeutlicht werden. 

Unter den gegebenen Größen a, b, ce ift für a und b 
das ＋ und — undeutſam. Denn was a beinifft, fo ſtehet 
die durch dieſe Zahl ausgedruͤckte Gerade BG mit keiner der 
übrigen Linien der Figur in ſolcher Beziehung, daß von Ein: 
ſtimmigkeit oder Gegenſatz der Lage bei ihnen die Rede ſeyn 
koͤnnte; außer BC wird ja in der Aufgabe keine begrenzte 
Gerade weiter betrachtet, welche ebenfalls ein Theil der un— 
begrenzten Geraden wäre, von der BC ein Theil iſt. Gleis 
ches gilt von der AD ausdruͤckenden Zahl b. Auch zeigen 
die Formeln, daß es gleichgültig iſt, ob man z. B. BC durch 
eine poſitive oder negative Zahl ausdrückt; am beſten erkennt 
man dies an den Formeln (I, A) (II, B) (III, B); dieſe alle 
enthalten a und b nur in Potenzen von geraden Exponenten; 
bei ſolchen Potenzen iſt aber in der That das E und — an 
der Grundzahl ohne Einfluß, indem (— )* — a. 
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Die Zahlen e, x, y dagegen ſollen die Linien AB, AD, 
DB ausdrucken, welche alle in derſelben unbegrenzten Gera, 
den liegen; bei ihnen kann alſo das + und — deutſam ſeyn. 
Es iſt dabei in unſre Wahl geſtellt, ob wir » poſitiv oder 
negativ denken wollen, denn das T und — bezeichnet hier 
nur etwas Relatives, und nur an der Uebereinſtimmung oder 
Entgegenſetzung der Vorzeichen von 1) c und x und 2) c und 
y muͤßte man die Gleichheit oder Entgegenſetzung der Richtung 
1) von AB und AD, 2) von AB und DB erkennen. Daß 
die Formeln für x und y wirklich dieſes erfüllen, hat in Hin— 
ſicht der algebraiſchen Behandlung feinen Grund hauptſaͤchlich 
darin, daß die Gl. (1) x-+y = c unter der Annahme ge: 
bildet iſt, c ſolle AB, x ſolle AD, y ſolle DB ausdruͤcken, 
und daß, dei gehoͤriger Anwendung des + und —, die Glei— 
chung ADñ - DB = Ag wirklich gültig iſt, D liege in der 
unbegrenzten Geraden AB, wie es wolle (f. Th. I. S. 229). 
Wollte man te durch eine negative Zahl ausdruͤcken, fo würden 
in dem Falle, wo D zwiſchen A und B liegt, auch für x 
und y negative Zahlen kommen, vermoͤge des c in den Nen— 
nern der Formeln, und auch dadurch ſich die Uebereinſtimmung 
der Richtungen von AD und DB mit der Richtung von AB 
kund thun. 

Es hat ſich in dieſer letzten Betrachtung die Gl. (2) 
x — y?— bea ohne allen Einfluß gezeigt. Dies rührt 
daher, daß ſie nur Potenzen gerader Exponenten enthaͤlt, wes— 
halb für fie das E und — an x, y, b und a gleichgültig 
iſt, während in (I) x-+y = e das ＋ und — von x, y, 
c nicht gleichguͤltig iſt. So kann das Nicht⸗gleichguͤltig-ſeyn 
des + und — für gewiſſe Zahlen in Gleichungen, wodurch 
eine Aufgabe geloͤſet wird, zuſammenhaͤngen mit der Deut— 
ſamkeit des + und — in Bezug auf die durch jene Zahlen 
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ausgedruͤckten Linien in der Aufgabe uͤberhaupt. Man achte 
hiebei darauf, daß Gl. (2) durch Anwendung des Pythago⸗ 
riſchen Satzes auf die Dreiecke ADB und BDC entſtanden 
iſt, und daß in der Gleichung des Pythag. Satzes ſelbſt das 
+ und — der Zahlen fuͤr die Seiten des rechtwinkligen Drei⸗ 
ecks gleichguͤltig iſt, da die Gl. nur die zweiten Potenzen die⸗ 
fer Zahlen enthält. (Aehnliches wurde ſchon §. 351. 2 bemerkt). 

Die Formeln für CD und F geben, wenn man das in 
ihnen enthaltene Wurzelzeichen im weiteſten Sinne nimmt, wo 
es naͤmlich erlaubt, nicht bloß den poſitiven, ſondern auch 
den negativen Werth der Wurzel aufzufuͤhren (und wo es, 
nach Cauchy, paſſend durch W bezeichnet wird), eigentlich 
zwei Zahlen, eine pofitive und eine negative, die aber an 
Quantität gleich find. Es hat aber hier das ＋ und — keine 
Deutſamkeit, wenn man nicht noch etwas zu den Bedingungen 
der Aufgabe hinzudenken will. Denkt man aber hinzu, es ſey 
für die Baſis AB eine unveraͤnderliche Lage in der Ebene ges 
geben, fo werden durch die Richtung von AB zwei Hälften 
der Ebene beſtimmt; dann kann das Dreieck ABC in der einen 
und in der andern Haͤlfte conſtruirt werden, und CD bekommt 
in dieſen Dreiecken entgegengeſetzte Richtungen, welche man 
durch die poſitive und negative Zahl, die ſich aus den For— 
meln (IL) finden, dargeſtellt denken kann. Auch die Werthe 
von F koͤnnen in den beiden Dreiecken als entgegengeſetzt an« 
geſehen werden, namentlich, in ſo fern ſie durch die Formel 
I Z. c. CD von der Qualität der Höhe CD abhängig 
ſind. Es iſt aber offenbar dieſe Deutſamkeit des E und — 
an CD und F von etwas geringerem Gewichte, als bei x und y, 
und man kann ſich bei der Berechnung von CD und F ber 
gnuͤgen, nur die poſitiven Zahlenwerthe, als Beſtimmungen 
der bloßen Quantität, anzugeben. 
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II. Es iſt zu bemerken, daß die in I. näher betrachs 
ete Anwendung des + und — auf c, x, y nur dann nöthig 
wird, wenn man in einer Aufloͤſung die verſchiedenen Fälle, 
welche in den Lagenverhaͤltniſſen der Linien AB, AD, DB 
unter einander Statt finden koͤnnen, zuſammenfaſſen will. Wollte 
man auf dieſe Allgemeinheit verzichten, und nur poſitive Zah⸗ 
len als Ausdruͤcke der Linien geſtatten, ſo muͤßte man dreier⸗ 
lei Faͤlle unterſcheiden. Naͤmlich: 

a) D liegt zwiſchen A und B. (Fig. 6. a) 

Hier iſt AD DB = AB, 
wenn alle drei Linien durch poſitive Zahlen ausgedruͤckt wer⸗ 
den, und daher x T y e 
uͤbereinſtimmend mit (1) in §. 356. Hier bleibt überhaupt 
die Aufloͤſung des vorigen $. ungeaͤndert. 

b) D liegt in der Verlaͤngerung von AB über B hin; 

aus. (Fig. 6. b) 
Hier iſt ADñ - BD S AB, 
wenn dieſe Linien alle durch poſitive Zahlen ausgedruͤckt wer⸗ 
den ſollen, und man müßte ſetzen 
(1) x - y S c (ſtatt xy g c) 
(2) x? y® = b?—a?. 
52 4 2 


Man würde finden XV = » 


c 
woher = 3. (re) = e wie 8. 356, 
und 7 = 2 A9 a its 
dieſer Werth von y ift das Entgegengeſetzte von dem in $. 356 
(I, A), und muß es ſeyn, weil der in (I, A) eine negative 
Zahl fuͤr y geben wuͤrde. 
c) D iegt in der Verlängerung von AB über A ve 
aus. (Fig. 6. c). | 
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Sollen hier alle Linien durch poſitide Zahlen ausgedruͤckt 
werden, ſo hat man zu ſetzen 
DR DA = AB 
und daher die Gleichungen zu loͤſen 
(1) y—x =e (ſtatt & y ). 
(2) xy? — b g a (oder y x’=a?—b?), 
— 


Daher faͤnde ſich y+tx = 5 
2 a?—b? oe 
=. (a) = 


9 

„= 2 (ei +c) Bug 2 . 
Hier iſt der Ausdruck für y uͤbereinſtimmend mit dem in (J. A), 
aber der Ausdruck für x iſt das Gegentheil des dortigen, wie 
zu erwarten war, da der in (I, &) in unſerm Falle eine nes 
gative Zahl geben würde, und hier x pofitiv erſcheinen ſollte. 

Der Vortheil, welchen die fuͤr alle Faͤlle der Lagenver— 
haͤltniſſe geltende Allgemeinheit der Formeln gewaͤhrt, leuchtet 
deutlich ein, fo daß die Wichtigkeit der Anwendung des + 
und — keinem Zweifel unterliegen kann. (Man vergl. §. 350, 
wo ſchon Aehnliches bemerkt iſt). 

III. Zuweilen koͤnnten für a, b, c Werthe gegeben 
werden, welche der Bedingung für die Moͤglichkeit eines Drei 
ecks aus drei Seiten, daß nämlich die größte derſelben klei—⸗ 
ner als die Summe der beiden andern ſeyn muß, nicht ge: 
nuͤgten. In einem ſolchen Falle möchte man zu Folge frühe: 
rer Beiſpiele (F. 352. Anm. 3) erwarten, die Unbekannten muͤß⸗ 
ten imaginaͤre Werthe erhalten, um dadurch die Unmoͤglichkeit 
des Conſtructs anzuzeigen. Hierin zeigen ſich aber unſre gegen— 
waͤrtigen Aufgaben ganz eigenthuͤmlich. Die erſte nämlich, in 
welcher die Abſchnitte AD und DB geſucht werden, kann, 
weil die Formeln kein Wurzelzeichen enthalten, den Unbekann⸗ 
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ten nie imaginaͤre Werthe geben; ſelbſt wenn a, b, e der oben 
erwähnten Bedingung der Moͤglichkeit des Dreiecks widerfpre: 
chen, findet man für AD und DB reelle Werthe, und nur 
bei der Berechnung ven CD und F kommen imaginaͤre Werthe 
zum Vorſchein, welche die Unmdͤglichkeit des Dreiecks anzei⸗ 
gen. Es iſt nicht uͤberfluͤſſig, dies durch genauere Betrachtung 
gen nachzuweiſen. 

Da die Formeln (II, B) und (III. B) die Zahlen a, b, 
c nur mit geraden Potenzerponenten enthalten, fo daß die 
Beſchaffenheit von a, b, ec in Hinſicht auf + und — bei 
denſelben gleichauͤltig iſt, fo reicht es hin, den Fall zu be: 
trachten, wo dieſe Zahlen durchgaͤngig poſitiv ſind. Die wei⸗ 
tere Unterſuchung mag nun die Formeln (II, A) (111, A) zu 
Grunde legen. In dieſen kommt es nur darauf an, ob das 
unter dem Wurzelzeichen ſtehende Product von vier Factoren 

(abc). (—a-+b+-c) . (a—b- c). (a4+b—c) 
poſitiv iſt, oder negatw; im erſten Falle werden CD und F 
reell, im zweiten imaginaͤr. Ob aber jenes Produet poſitiv 
oder negativ iſt, das hängt davon ab, ob unter feinen Fae— 
toren eine gerade Menge (vielleicht auch keiner) oder ob eine 
ungerade Menge negativ if. Es ſey nun, waͤhrend, wie 
oben bemerkt, a, b, c immer poſitiv find, 

1) e groͤßer als ab, fo wird der Factor a+-b—c 
negativ, die übrigen Factoren alle poſitiv; daher werden CD 
und F imaginär. Es iſt aber in dieſem Falle wirklich kein 
Dreieck aus a, b, e möglich. Z. B. a=3, bg, c—13 
giebt zwar X 113 und 7 85, alſo reell, dagegen CD 
13/8, F = 12. / —3, Beides imaginaͤr. 

2) ce=a+b. Hier wird a rb -e = , daher 
Co wie F=0; z. B. a 2 3, b=8, e II giebt 
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* 8 b, y=3=a, CD=0, F=0. Es fält hier C 
mit D zuſammen, ABC iſt kein eigentliches Dreieck, ſondern 
liegt in gerader Linie mit A und B, zwiſchen dieſen Punkten. 

3) e kleiner als agb. Hier hat man drei Fälle zu 
unterſcheiden: 

a) Iſt c zwar kleiner als a Tb, aber doch groͤßer als 
die Differenz a — b oder b—a, jo find alle vier Factoren 
pofitiv, wie ſich leicht finden laßt, folglich CD und F reelt. 
In dieſem Falle iſt auch wirklich ein Dreieck aus a, b, c 
moͤglich. 

b) Iſt © kleiner als a b, aber dabei dem Unterſchiede 
2 — h oder ba gleich, jo wird ein Factor S 0. Iſt z. B. b a, 
alſo a — b negativ, jo wird a - be = 0. Es kommt 
ap CD=0, F = 0. Dabei findet ſich etwas Aehnliches 
wie im Falle 2; nämlich C fällt mit D zuſammen, ſtatt des 
Dr. ABC hat man drei Punkte in gerader Linie, es liegt 
aber C in der Verlängerung von AB, . 

c) Iſt c ſelbſt kleiner als der Unterſchied a — b oder 
b — a, fo wird von den vier Factoren nur einer negativ. 
3. B. für bjia wird nur a—b-+c negativ. Daher entſte⸗ 
hen für CD und F imaginaͤre Werthe, und wirklich iſt nach 
% 62. 2. hier kein Deeieck möglich. 

In dem einzigen Falle 3. a, wo c zwiſchen den Gren⸗ 
zen a--b und a—b oder b—a liegt, erſcheinen alſo für 
CD und F reelle Werthe, die nicht — 0 find. Die Fälle 2. 
und 3. b machen den Uebergang aus dem Reellen zum Ima⸗ 
ginaͤren. 

Das Auffallende der Erſcheinung, daß x und y reell 
ausfallen koͤnnen, wenn gleich aus a, b, e kein Dreieck mög: 
lich iſt, kann man durch folgende Betrachtung hinwegraͤumen. 
Die Anſatzgleichungen X Ey Sc und X — y?— b2— a? 

Geometrie Thl. II. 3 
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gehoren eigentlich zu der allgemeinern kein Dreieck vorausſez— 
zenden Aufgabe: Zwei Zahlen oder Linien zu ſuchen, deren 
Summe und deren Quadrat-Differenz gegeben iſt. Dieſe Aufs 
gabe kann aber nie zu etwas Imaginaͤrem fuͤhren, und es 
kommt in ihr nicht ſowohl auf b und a, als vielmehr nur 
auf b — a an. Die obige Aufgabe, welche ſich auf ein 
Dreieck beziehet, iſt nur eine beſondre Anwendung dieſer all⸗ 
gemeinern Aufgabe, und kann recht wohl, in Bezug auf die 
Bildung des Dreiecks, eine aus der Beſchaffenheit der Zahlen 
a, b, c entfpringende Unmoͤglichkeit in ſich ſchließen, von der 
jene allgemeinere Aufgabe keine Spur enthaͤlt. Es laͤßt ſich 
ſelbſt, in einem ſolchen Falle, durch eine Umaͤnderung der 
Zahlen a und b, dei welcher nur be und as um gleich viel 
zus oder abnehmen muͤſſen, jo daß be — a? ſich nicht aͤndert, 
eine andre Aufgabe mit dieſen neuen Werthen von b und a, 
aber dem urſpruͤnglichen Werthe von » bilden, in welcher 
das Dreieck möglich wird, x und y aber dieſelben Werthe 
erhalten, wie da, wo das Dreieck unmoͤglich war. — End⸗ 
lich iſt zu bemerken, daß die Aufloͤſung unſrer Aufgabe, die 
Abſchnitte AD, DB zu berechnen, zugleich als Aufloͤſung der 
Aufgabe angeſehen werden kann, wenn die Entfernung der 
Mittelpunkte zweier Kreiſe S e und die Radien derſelben 
— a und b gegeben find, die Lage des radicalen Cen— 
trums der beiden Kreiſe zu berechnen. (S. $. 305.) Dabei 
entſpricht der Fall des moͤglichen Dreiecks dem Falle, wo die 
Kreiſe ſich ſchneiden, wo alſo die radicale Axe durch die beis 
den Schnittpunkte hindurch gehet; der Fall aber, wo das 
Dreieck unmoͤglich wird, entſpricht dem Falle, wo die Kreife 
ſich nicht ſchneiden, wo jedoch durch dieſen Umſtand die 
Exiſtenz der radicalen Axe nicht aufgehoben wird. 
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F. 358. Aufgabe. Gegeben die beiden Abſchnitte 
AD Si, DB = g, welche auf der Vaſis eines Dreiecks 
durch das Loth CD gebildet werden, nebſt der Summe der 
andern Seiten, AC-HBC k; man ſoll I) dieſe Seiten 
einzeln, 2) das Loth CD, 3) den Inhalt des Dreiecks be— 
rechnen. (Fig. 6). 

Aufloͤſung. Dieſe iſt der Aufl. der Aufgaben in §. 356. 
aͤußerſt aͤhnlich, und kann deshalb etwas kurz gefaßt werden. 
In der Bildung der Anſatzgleichungen moͤge aber die geringe 
Abweichung Statt finden, daß wir ſogleich vier Gleichungen 
für alle dier Unbekannte aufftellen. 

Vorher iſt noch zu bemerken, daß, wenn in dem Falle, 
wo D zwiſchen A und B liegt, Fund g pofitiv ſeyn ſollen, 
in dem andern Falle, wo D in der Verlaͤngerung uͤber A 
hinaus liegt, f negativ, endlich in dem Falle, wo D in der 
Verlängerung über B hinaus liegt, g negativ ſeyn muͤſſe. 
Durch Feſtſtellung dieſer Beſtimmungen wird es moͤglich, in 
einer einzigen Aufloͤſung dieſe verſchiedenen in Fig. 6. a, b, c 
dargeſtellten Falle zuſammenzufaſſen. 

Es ſey AC=x, BC=y, CD=z, AABC=F, 
fo bilden ſich die Anſatzgleichungen 


() xs+y=k 
(3) *, 
(3) y— g° u 22, 
(4) F = ZH) 
Aus (2) und (3) entwickelt ſich 
Xx — 12 = P- ge" 
Hieraus und aus (1) entſtehet 
— gi 
sy = K . 
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Dies wieder mit (1) verbunden giebt 
k2 4 2.— 82 K. — f2 2 x 
N . 27 *. (A0 
Man kann dieſe ul etwas umwandeln. Für x findet 
man (die aͤhnlichen Formeln für y mögen wegbleiben): 
* 2 D — f, II. B.) 


Kk — b). (S — K 
( De + 75 (J. C.) 


= 


oder x = f— 


Nun kann z aus (2) oder (3) beſtimmt werden. Aus (2) 
iſt * (K . („-). In Xx ſetze man ſtatt x den 
Werth aus (I, B) in X — f den aus (I, C), fo findet ſich 


2 AHEAD. HLS D. HEN). 
„SF V c- ee ee 


’ 


Man findet aber auch Leicht 

2, HEHE RER (l, B). 
Ferner ergiebt ſich aus (4) 

r 48/— eee 


u. F = A I 25g 228 E (III, B). 


oder endlich, wenn man ee un durch es bezeichnet, 


7 H. =. . 8. =) (,. 
2 — — 
2 22 * s . (s—I) . (s—8) . (s—k) ( I, O0. 


Bemerkung. Selbſt in den Aufloͤſungsformeln bemerkt 
man die groͤßte Verwandtſchaft zwiſchen der gegenwaͤrtigen 
Aufgabe und der in §. 356. Es wuͤrden ſich über die eben 
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aufgeldfete ganz ähnliche Betrachtungen in Bezug auf das -+ 
und — und auf das Imaginaͤre anſtellen laſſen, wie in $. 357 
uͤber die fruͤhere Aufgabe angeſtellt ſind. Dabei wuͤrde an 
die Stelle der Deutſamkeit des + und —, welche dort an 
den geſuchten Größen x und y Statt fand, hier die an den 
gegebenen Größen t und g treten. Es druͤckten ja aber auch 
dort x und y ebenfalls die Abſchnitte AD und DB aus, 
wie hier f und g. Was aber die Bedingungen des Imagi— 
naͤrſeyns betrifft, fo offenbart ſich bei Betrachtung der For: 
meln (II) und (III) zwiſchen der fruͤhern und der jetzigen 
Aufgabe ein gewiſſer Gegenſatz. Derſelbe entſpringt daraus, 
daß, wie z. B. (III, A) in $. 356 für a, b, e gebildet iſt, 
fo auch (III, A) im gegenwärtigen §. für , g, k gebildet iſt, 
mit der Ausnahme, daß hier noch das Entgegenſetzungszei— 
chen — unterhalb der 1“ dem Producte der vier Factoren 
vorhergehet. Die Nothwendigkeit dieſes Gegenſatzes erhellt 
aber auch, mit Ruͤckſicht auf $. 62, daraus, daß hier 12g 
nur eine Seite, k aber eine Summe zweier Seiten darſtellt, 
waͤhrend in $. 356 a+b die Summe zweier Seiten, c aber 
nur eine Seite iſt. Bei näherer Unterſuchung, die man auf 
poſitive Zahlen f, g, k einſchraͤnken kann, findet man wirklich: 


1) Iſt k HH A- g, fo wird nur der Factor gk ne⸗ 
gativ, daher das Product der vier Factoren negativ; wegen 
des ihm vorgeſetzten — iſt aber die Zahl, aus der die Wur— 
zel gezogen werden ſoll, poſitiv, folglich bekommt man CD 
und F reelf, während in §. 357. III. 1 für ch a-+b ſich 
CD und F imagtinär fanden. 

2) Iſt k Ig, fo kommt CD=0, F=0. 


3) Iſt Ku-, fo kommt es noch auf verſchiedene 
Falle an. 
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a) Iſt dabei k größer als I—g oder g—f, fo wird 
jeder der vier Factoren poſitiv; wegen des voranſtehenden — 
alſo CD und F imaginär. 

b) Iſt K f- g oder Sg, fo findet ſich CD O, 
F. 

c) Iſt endlich k kleiner als f- g oder g -f, fo wird 
nur einer der vier Factoren negativ, CD und F werden reell. 
Es findet ſich aber hier zugleich nach den Formeln (I) für 
eine der Unbekannten x und y, d. h. für eine der Seiten 
AC, BC, ein negativer Werth. Ohne dieſes wuͤrde man 
mit dem Satze $. 62 in Widerſpruch gerathen, nach welchem 
k d. h. AC 3 in einem reellen Dreiecke groͤßer als AB, 
oder g, ſeyn muß. Z. B. 23, g 28, k A giebt 
* 4, „83, 22 3/108, F 16 / 105. 

Die merkwuͤrdige Verwandtſchaft der jetzigen Aufgabe 
mit der von §. 356 wird noch von einer andern Seite das 
durch in ein größeres Licht geſetzt, daß ſich beide einer allges 
meineren Aufgabe unterordnen laſſen, die ſogleich gelbſet wer— 
den ſoll. 

F. 359. Aufgabe. Eine unbegrenzte Gerade KL 
(Fig. 7) ſchneide eine andre AB, oder deren Verlängerung 
lothrecht in M; zu den Punkten K, L ſeyen die Linien AK, 
BK, AL, BL gezogen, gegeben ſey AK p, BK = d 
und AL BLS mz man ſoll AL x, BL = y berechnen. 

Aufloͤſung. Man bemerke zuvor, daß zuweilen gewiſſe 
für ein Conſtruct gegebene Größen oder Bedingungen gewiſſe 
andre im Conſtructe enthaltene Groͤßen beſtimmen, obgleich 
ſie daſſelbe ſelbſt keineswegs voͤllig beſtimmen. So wird z. B. 
durch zwei Winkel eines Dreiecks nicht das Dreieck ſelbſt, je— 
doch ſein dritter Winkel beſtimmt; ſo beſtimmen eine Seite 
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eines Dreiecks und die zugehoͤrige Hoͤhe zwar den Inhalt des 
Dreiecks, aber nicht die uͤbrigen Beſtandtheile deſſelben. Ein 
Aehnliches findet man bei der obigen Aufgabe. Die gegebe— 
nen Großen AK, BK, AL BL und die Bedingung, daß 
ſich AB und KL lothrecht ſchneiden ſollen, genügen noch 
nicht zur Beſtimmung des ganzen Conſtruets; man koͤnnte, 
um dieſe Beſtimmung zu vervollſtaͤndigen, noch eine Bedin— 
gung hinzufügen; z. B. man fünnte für AB eine beliebige 
Laͤnge annehmen, nur nicht groͤßer als die Summe und nicht 
kleiner als die Differenz von AK und BK, (F. 62), dann 
aus AR, BK und AB ein Dreieck conftruiren, und KM 
lothrecht ziehen, fo würde ein Punkt I. in dem Lothe KM 
zu ſuchen ſeyn, für welchen AL. BI. mz; im Allgemeinen 
würde dieſer Punkt wohl gefunden werden koͤnnen, und erſt 
fo das Conſtruet völlig beſtimmt ſeyn. 

Auch die folgende algebraiſche Behandlung der Aufgabe 
wird zeigen daß die gegebenen Größen nicht zur Beſtimmung 
des ganzen Conſtructs genuͤgen, aber ſie wird zugleich zeigen, 
daß fie deſſen ungeachtet zur Beſtimmung der Länge von AL 
und BL hinreichen. 

Man ſetze AL x, BLZ = y, MK=z, ML ru, 
AM=v, MB=w, fo bilden ſich die Gleichungen 

(1) x ＋ y uin 

(2) p— = v 

(3) y— 2’ w? N 

(4) x*— us * 

(5) y— u u. 

Mehr als dieſe fuͤnf Gleichungen kann man aus den 
Bedingungen der Aufgabe nicht herleiten; aber ſie enthalten 
ſechs Unbekannte, und ſind alſo nicht hinreichend, alle dieſe 
zu beftimmen. Dies zeigt, daß jene gegebenen Bedingungen 
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nicht zur Beſtimmung des ganzen Conſtructs genuͤgen. Aber 
dennoch reichen ſie hin, um die beiden Hauptunbekannten 
x und y zu beſtimmen. 

Um die uͤbrigen Unbekannten 2, u, », w zu eliminiren 
addire wan nämlich (3) und (4), dann (2) und (5), fo ent: 
ſtehen die Gleichungen 

x’+ —- 22— ur 2 vz W 
y’+ p 2— us = v2 w?; 
dann findet ſich aus dieſen Gl. durch Subtraction 


xXx ＋- 45— 1 — p* = E 
oder **— * p- 45. 
3,03 
Dann iſt 2 ＋, 
— m E. — 4 — me- p— 42 
* 57 + 2m 1 2m 
» na m. pr 92 
„„ 


Man bemerke die Aehnlichkeit dieſer Auflöfungsformeln 
mit denen in §. 356 und §. 358. 


Was hier heißt m, p, 9, x, y, 
das heißt im §. 356 c, b, a, x, y, 
und im $. 358 k, 1 8,5 X, y. 


Die Unbekannten z, u, », W, welche aus unſern Gleis 
chungen nicht beſtimmt werden konnen, wuͤrden beſtimmbar 
werden, wenn noch eine ſechste Gl. hinzugethan würde; fie 
wuͤrden aber dann, nach der verſchiedenen Beſchaffenheit die— 
ſer Gleichung und aller gegebenen Groͤßen, bald reell, bald 
imaginaͤr ausfallen, während x, y immer reell bleiben wür; 
den. In den Aufgaben von F. 356 und $. 358 iſt nun wirk⸗ 
lich jedesmal noch eine ſechste Gleichung vorhanden. Im 
$. 356 nämlich entſpricht D dem L, nur ſoll D in AB tie: 
gen, weshalb ML uo ſeyn muß; im F. 358 aber ent: 
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ſpeicht D dem K, und ſoll in AB liegen, alfo muß MK 
S O ſeyn. So iſt alſo in §. 356 die Gl. u=0, im 
§. 358 aber die Gl. z=0 die ſechste Gleichung, durch deren 
Hinzukommen das ganze Eonftruet beſtimmt und die Aufgabe 
vereinfacht wird. Im 8.356 giebt namlich das Hinzukommen 
von u die Gleichungen (4) x= v?, (5) y W, alſo 

(I) x ry em, oder x ＋ y c 

(2) p?—z’= v*, oder b?— 22 x? 

(3) q’—z22— w?, oder a? z y? 
Aus (2) und (3) folgt nun 


»”— * = b?’— as. 
So kommt man auf die Gleichungen zuruͤck 
Xx y = € 


XK12— y? = b*— 22, 
welche auch in $. 356 zu Grunde gelegt wurden. Auf aͤhn⸗ 
liche Weiſe wird man durch die ſechste Gl. 2 = 0 zu den 
Gleichungen 
* ＋ y m oder x y k 
x — y? p q oder x?_ * * pP 8 
geführt, welche in $. 358 zu Grunde liegen. 
So haben ſich alſo wirklich die Aufgaben der §§. 356 
und 358 der gegenwaͤrtigen Aufgabe untergeordnet gezeigt. 
§. 360. Aufgabe. Man ſoll eine Gerade MA (Fig. 8) 
durch einen Punkt N ſo in zwei Theile theilen, daß ſich die 
ganze Linie zu dem einen Theile MN verhalte, wie dieſer 
Theil zum andern Theile. . 
Aufloͤſung. Nach der Fordrung der Aufgabe ſoll ſeyn 
(I) MA: MN S MN: NA, 
und es iſt (I) NA = MA — MN. 
Man ſetze MA a, MN Dx, f ft NAS AX. 
Alſo (III) a: x! S xXx: 4x. 
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Es iſt hiebei erforderlich, x als eine Zahl von demſelben 
Vorzeichen wie die Zahl a zu denken; denn auch die dadurch 
angedeuteten Linien MA und MN find ja in der Figur, wo 
N zwiſchen M und A liegen muß, von gleicher Richtung, 
und auch nur fo kann, wenn a die ganze Linie, x einen 
ihrer Theile bezeichnet, a—x den andern Theil andeuten. Iſt 
alſo, was am natürlichften anzunehmen iſt, a eine poſitive 
Zahl, fo muß auch x eine poſitive und dabei kleinere Zahl 
ſeyn. Nach dieſer Bemerkung wird man nach vollendeter 
Aufl. nur einen mit a einſtimmigen Werth von x als den 
wahren anſehen koͤnnen. 

Die Proportion (III) giebt 

Ai 
woher x S . - NTT) = 2. IA 5). a. 

Der Werth 1.(—1— 5). a iſt mit a von entgegenge⸗ 
ſetztem Vorzeichen, nur der andre 

x S 4.(1+4V5).a = 0.618034. Xa 
iſt alſo der richtige, MN ausdruͤckende Werth. Er kann auch 
leicht durch die Probe gerechtfertigt werden. 

Man leſe jetzt die $$. 287 und 288 nach, jo wird man 
finden, daß auf dieſe Weiſe die ſogenannte Sectio divina der 
Linie M durch Rechnung ausgefuͤhrt, oder aus „als 
Radius eines Kreiſes, die Seite des regelmaͤßigen Zehnecks 
oder die Chorde eines Bogens von 36° in dieſem Kreiſe bes 
ſtimmt iſt. Das Verhaͤltniß dieſer Chorde zum Radius wird 
alſo durch die Zahl 1. (—I＋/5) oder 0,6180344. aus: 
gedruͤckt. Man kann ſelbſt aus der für x gefundnen Formel 
die Richtigkeit der Conſtruction darthun, durch welche in $. 288 
eben jene Aufgabe gelöfet iſt. Dieſe Formel wird nämlich 
leicht in dieſe Geſtalt gebracht 
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S A Vr 
Bildet man nun, wie es in §. 288 und Fig. 83 geſchehen 
iſt, ein rechtwinkliges Dreieck mit einer Kathete — a und der 
andern = =, fo iſt die Hppotenuſe nichts anderes als 


— (. und ziehet man hievon Z. ab, fo bekommt 
man richtig als Reſt unſern Werth von x. 

Nun iſt noch die Frage, ob und wie der zweite für x 
in der Aufloͤſung der quadratiſchen Gl. gefundne Werth eine 
geometriſche Deutung zulaſſe. Man findet 

* . (CJ). a 1, 618304. x. 
Dies giebt eine Linie, deren Richtung der Richtung von MA 
entgegengeſetzt iſt, fo daß dadurch ein Punkt N’ (Fig. 8) in 
der Verlängerung von MA über M hinaus beſtimmt wird. 
Für dieſen Punkt würden auch die obigen Gl. (I) u. (II), 
nur N' ftatt N geſetzt, alſo 

(I) MA: MN = MN : NA 

(I) NA = MA— MN 
ſelbſt in Hinſicht des E und — völlige Richtigkeit haben: 
denn I) in CI) find hier die beiden Glieder des erſten Ver: 
haͤltniſſes von entgegengeſetzter Art, eben ſo auch die Glieder 
des letzten Verhaͤltniſſes; und 2) die Gl. (II) hat auch hier 
ihre Richtigkeit; es iſt naͤmlich NA=NM-+-MA=MA+ 
N'M MA - MN“ (Siehe Th. L. S. 231.) 

Unſre Aufloͤſung umfaßt alfo mehr, als bei der Aufgabe, 
ſo wie ſie oben ausgedruͤckt iſt, gedacht wurde. Die Aufgabe 
wurde nur für einen Punkt in der Linie MA ausgeſprochen, 
der dieſe Linie theilen ſollte. Die Auflöfung giebt aber, 
außer dem Punkte, nach welchem eigentlich gefragt wurde, 
einen zweiten in der Verlängerung der Geraden, von wel— 
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chem ſich nicht wohl ſagen läßt, daß die Linie durch ihn ae: 
theilt werde. Um beide Werthe von x und beide Punkte N 
und N’ als die Aufgabe gleich richtig loͤſend anſehen zu koͤn— 
nen, wuͤrde man dieſelbe nur ſo auszuſprechen haben: In 
einer unbegrenzten Geraden find zwei Punkte (M u. A) ge⸗ 
geben, man ſoll in eben derſelben einen dritten beſtimmen, 
ſo daß die Entfernung des zweiten gegebenen Punktes vom 
erſten ſich zur Entfernung des geſuchten P. vom erſten ver: 
halte, wie eben dieſe Entfernung zu der W des zwei⸗ 
ten P. vom geſuchten. 

§. 361. Aufgabe. Gegeben iſt der Radius eines 
Kreiſes (Fig. 9) KG = CL=r, die Entfernung eines 
Punktes F vom Centrum TC = d, die Länge einer Geras 
den — m, wobei d, r und im als poſitive Zahlen gedacht 
werden ſollen; man ſoll die Lage einer Geraden FBA, die 
in dem Kreiſe eine Sehne BA — m hervorbringt, dadurch 
beſtimmen, daß man FA und FB berechne. (Vgl. §. 171. 1., 
wo dieſe Aufgabe zur Conſtruction vorgelegt iſt.) 

Aufloͤſung. 

Erſter Fall. F liegt außerhalb des Kreiſes (Fig. 9. a), fo 
daß alſo dlır. 

Hier ſoll ſeyn 

(I) FA — FB m 
wo es aber nothwendig iſt, FA und FB beide poſitiv zu den⸗ 
ken, damit, wie angenommen, m poſitiv ſey; und nach §. 260 
(II) ER. ..EB = FK EL, 
worin FK = d—r, FL = dr, alſo FK. FL dre, 
was hier einen poſitiven Werth hat. 
Man ſetze jetzt FA—=x, FB S y, fo hat man 

aus (I) die Gl. (I) x- Ay D m, 
aus (II) die Gl. Gry dert, 
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wo x und y poſitive Zahlen bedeuten muͤſſen. 
Man beſtimmt hieraus 
7 Ya?+ 4(d?—r2). 
Da aber x und y, und alſo auch x Ty pofitiv ſeyn muß, fo 
darf man nur ſetzen 
Xx y == + Ym?+ (dd’—ı?). 
Nun beſtimmt ſich 
x S. (m m- (dr) 
oder * m Vm #7, 
was ohne Zweifel poſitiv iſt, 
und y=— im + Vim 0-7, 
hier wird wegen d|ı r der Ausdruck unter Y größer als Z mx, 
daher die Wurzel ſelbſt größer als L m, und folglich auch 1 
wirklich poſitiv ſeyn. 

Der Werth von x beſtimmt ſowohl FA’ als FA”, der 
von FB ſowohl FB’ als FB”, 

Bemerkung 1. Die Gl. (1) u. (2) würden auch in 
Hinſicht des + und — richtig ſeyn, wenn man ſich x u. 5 
beide negativ, x aber als Werth der kleinern Geraden FB 
y als den der größeren FA daͤchte. Denn dann wäre auch 
x — y = m poſitiv, wie es angenommen iſt, und xy waͤre 
poſitiv, wie d- — 2. dem es gleich ſeyn fol. Daher kann 
man ſchließen, der vernachlaͤſſigte negative Werth der Summe 
X y, nämlich 

x+y=—Vm’+ (=, 
welcher giebt f 
x = im— Vim+ d= 


Sm Fm dr, 
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beſtimme durch dieſes negative x den Werth von FB, durch 
dies negative y den von FA. Dies beſtaͤtigt ſich wirklich 
dadurch, daß dies x das Gegentheil des oben gefundenen 
y FB, und dies y das Gegentheil des oben gefundnen 
* . FA 
Daß von den beiden Werthen 
im + Yim+ d' 
im — Fame d- 2, 
welche bei vollſtaͤndiger Aufloͤſung für x ſich finden, der zweite 
nicht den in der Anſatzgleichung poſitiv gedachten Werth von 
y darſtellt, iſt eine Folge davon, daß die Gl. x - y = m 
nicht ſymmetriſch für x und y iſt.“) (Vgl. §. 352. Anm. 1.) 
Zweiter Fall. F liege innerhalb des Kreiſes, fo daß 
dılr. (Fig. 9. b.) 
Hier koͤnnte man die Gleichungen zu Grunde legen 
FA-+-BF = m 
FA. BF = RF. FL, 


) Carnot loͤſet in feiner Geometrie de Position (Ueberſetzung von 


de I. S. 8.) die obige Aufgabe für den außer⸗ 
b liegenden P. F. ein wenig anders auf; beſon⸗ 
ders in fo fern er nicht d und r; ſondern EK und FI. als gege- 
ben annimmt. Den Umſtand, daß für x zwei Werthe, ein poſi⸗ 
tiver und ein negativer, herauskommen, daß aber der negative 
eine Linie zu beſtimmen ſcheint, welche dieſelbe Richtung hat, wie 
die durch den poſitiven Werth beſtimmte Linie, benutzt er, die 
gewohnliche Meinung zu widerlegen, negative Wurzeln gaͤben 
immer Linien in einer Richtung, welche der durch die poſitiven 
Wurzeln bezeichneten entgegengeſetzt ſey. Die gegenwärtige Ber 
handlung dieſer Aufgabe, und zugleich der Aufgabe des folgen: 
den §., wird wohl das Eigenthuͤmliche, welches dieſe Aufgabe in 
dieſer Hinſicht allerdings hat, genuͤgend erklaren. Der Verf. hat 
auch ſchon in feiner Schrift uber den Gegenſat der pofitiven und 
negativen Größen (1817) über eben dieſe Aufgabe in dieſer Hins 
ſicht Betrachtungen angeſtellt. 
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wo Alles als poſitiv gedacht werden koͤnnte, aber KF nicht 
— d—r ſondern S r—d wäre, Hieraus würden die Une 
ſatzgleichungen entftehen 
x ＋ y m 
xy r?— ds. 

Es gelten jedoch auch hier die Anſatzgl. vom erſten Falle, 
wenn man nur in (I) und (II) die Linie FB als durch eine 
negative Zahl ausgedrückt denkt, und folglich in (1) und (2) 
y als negativ betrachtet. Daher gelten auch hier die Auflös 
ſungsformeln des erſten Falles, aber für y muß man einen 
negativen Werth erhalten. Dies beſtaͤtigt ſich auch dadurch. 
daß hier, wo dijr, 


Fam d- r* ame oder J Im, 
alſo — zm + Yim?+ d?— 1? negativ iſt. 
Bemerkung 2. Wollte man den Mittelpunkt von AB 
mit P bezeichnen, und FP — x fegen, jo hätte man FA 
= XxTZm, FB = x- zm, daher 
(zm). (— am) = dz — r, 


folglich x* ImM+d— r, 
dp . FPS XS Vm d— r, 


Hier waͤre das + und — als undeutfam, und der 
Werth von x als bloße Quantitaͤtsbeſtimmung anzuſehen; das 
her koͤnnte man mit dem Vorzeichen + fih begnuͤgen, und 
bekaͤme daraus für FA und FB dieſelben poſitiven Werthe 
wie oben. 


Man konnte aber dieſen Werth von FP durch doppelte 
Anwendung des Pythagoriſchen Satzes ſo ableiten: Im Dr. 
ACP oder BCP iſt PA = BP D zm, CA = CB Dr, 


— * * 
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daher CP?— F- zm. Im Dr. FCP iſt FP*= FC?— 
CP g d?— (rz — im?) — im?+ d2— ra, wie oben. 


Bemerkung 3. Wenn m |ı 2r genommen wird, fo 
fallen nach den Formeln die Werthe von FA und FB reell 
aus, während doch die Aufgabe durch Conſtruction unaufloͤs⸗ 
dar iſt, da es keine Sehne geben kann, die größer als der 
Durchmeſſer iſt. Man erkennt aber in dieſem Falle die Un⸗ 
moͤglichkeit der Conſtruction am Werthe von CP, — ü Ams, 
welcher imaginaͤr wird, oder auch fo: Wegen Zm|ı r 
wird hier 4m? |ı r?, daher Zin?— r? poſitiv, folglich ift 
x im + Yim + d- r? größer als im d, und 
alſo um fo mehr größer als r d, d. i. Xx iſt größer als 
die Linie FL. Nach §. 139. 4. und $. 140. 4. iſt aber für 
jeden Punkt A im Umfange des Kreiſes die Gerade FA oder 
x kleiner als FL; fo zeigt ſich das der Moͤglichkeit Wider: 
ſtreitende in der Annahme eines m, welches größer iſt als 25, 


Man ſiehet auch leicht, daß die Anſatzgleichungen 
x — y 2 m 

. y = dr 
angeſehen werden koͤnnen als die allgemeinere Aufgabe loͤſend: 
Die Seiten eines Rechtecks zu beſtimmen, fo daß die Diffes 
renz dieſer Seiten einer gegebenen Geraden und der Inhalt 
des Rechtecks einem gegebenen Flaͤchenraume gleich ſey. Dieſe 
Aufgabe iſt aber offenbar für jedes noch fo große in auflös⸗ 
bar, und hängt nicht von d under ſondern nur von d’—r? 
ab. Unſre obige Aufgabe aber ſetzt den Kreis und den P. F, 
in einer beſtimmten Entfernung von. C, als gegeben voraus, 
und hat eben durch dieſe Bedingungen jene allgemeinere Auf⸗ 
gabe fo ſpecialiſirt, daß es nicht befremden kann, wenn in 
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ihr Bedingungen der Aufloͤsbarkeit hervortreten, welche der 
allgemeineren Aufgade fremd find. (Vergl. §. 357. III.) 

§. 362. Aufgabe. In einem Kreiſe (Fig. 10), deſſen 
Radius Sr, iſt gegeben eine Sehne AB Sm; außerdem iſt 
eine Gerade d gegeben; r, m, d werden poſitiv gedacht; 
man ſoll in der Sehne oder ihrer Verlaͤngerung einen Punkt 
F, deſſen Entfernung von C der Geraden d gleich iſt, das 
durch beſtimmen, daß man AF und BF berechnet. 


Aufloͤſung. 
Es iſt Ar- BF = AB 
und nach $. 260 FA. FB = FK. FL 
oder AF. BFE FR. FL, 


wo FK = d—r, FL = dr. Setzt man nun AF rx, 
BF S y, fo hat man 
(1) x—yzm 
(2) R) = d’—r, 
Dieſe zwei Gleichungen ſtimmen ganz mit denen bei der Auf— 
gabe des vorigen $. überein, mit welcher Aufgabe die gegen— 
waͤrtige überhaupt hoͤchſt verwandt iſt. Auch iſt zu bemer⸗ 
ken, daß alle hier aufgeſtellten Gl. gleich gut fuͤr den Fall 
paſſen, wo dhr, und F außerhalb des Kreiſes liegen muß, 
und für den, wo dar, und F innerhalb liegen muß. 
Die Aufloͤſung der Gl. giebt 
AF=x = zm VT, 
BF = y =—in r Vin+ dr, 
und zwar muß hier das Wurzelvorzeichen bei y mit dem bei 
x uͤbereinſtimmend gedacht werden, jo daß ſich zwei Werthe 
von x und zwei zugehoͤrige des y beſtimmen. Man kann fol⸗ 
gende Fälle unterſcheiden: 
1) Iſt dur, fo bekommt x einen pofitiven und einen 


negativen Werth eben ſo y (Fig. 10. a). 
Geometrie Thl. II. 
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2) Iſt d = r, fo faͤllt F in B, T“ in A. 

3) Iſt dilr, jedoch h Yrr— Ams, fo bekommt x zwei 
poßttive, y zwei negative Werthe (Fig. 10. b). 

N 4) Iſt d = /r; Ams, fo fallen F’ und F“ beide in 
den Mittelpunkt von AB, denn Yam d’— 1? ift hier 0. 

5) Iſt dij rA ms, fo wird x und y imaginär, es 
giebt keinen auflöfenden Punkt F. 

Wollte man nicht AF fondern PF als x ſuchen, fo 
wäre der Anſatz 

(x Em). (x- zm) = (d+-r).(d—r) 
und daher PF=x m dr, 

Hier wäre das + und — deutfam, und wuͤrde zur 
Beſtimmung der beiden möglichen Lagen des Punktes F dienen. 

Bemerkung. Es mag hier das Verhaͤltniß diefer Aufs 
gabe zu der hoͤchſt Ähnlichen Aufgabe des vorigen §. etwas 
naͤher betrachtet werden. 

Der Unterſchied beider Aufgaben beſtehet in Hinſicht der 
geometriſchen Bedingungen darin, daß dort der Punkt F als 
gegeben, A, B als geſucht aufgeſtellt find, hier aber A, B 
als gegeben, F als geſucht; daß dort für FA oder FB 
keine beſtimmte Richtung gegeben war, hier aber für AF 
und BF eine gegebene unbegrenzte Gerade vorhanden iſt, in 
der ſie liegen muͤſſen, und nur nach zwei beſtimmten einander 
entgegengeſetzten Richtungen liegen können. 

In Hinſicht der algebraiſchen Aufloͤſung findet ſich der 
Unterſchied, daß dort das + und — an dem Doppelwerthe 

FP = & Vm d- = 
undeutſam, hier aber an dem ganz damit uͤbereinſtimmen⸗ 
den Werthe von PF deutfam war; daß dort von den zwei 
Werthen, die für EA gefunden wurden, nur der eine den 
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der Ableitung der Anſatzgleichungen zu Grunde gelegten Uns 
nahmen entſprach, daß aber hier beide für AF gefundne 
Werthe als richtige Aufloͤſungen zu betrachten waren. 

So pflegt ſich uͤberhaupt an den Werthen einer geſuch⸗ 
ten geraden Linie ein deutſames + und — zu finden, wenn 
für dieſe Linie eine unbegrenzte Gerade gegeben iſt, in der 
ſie liegen ſoll, ein undeutſames dagegen, wenn dies nicht der 
Fall iſt. 

Man kann ſich die Sache auch fo denken. Im F. 361 
kann, wenn FP berechnet werden ſoll, ſchon in der zu bes 
antwortenden Frage nur von der Groͤße dieſer Linie, nicht 
von der Richtung derſelben die Rede ſeyn; im F. 362 dage⸗ 
gen kann allerdings nicht bloß nach der Groͤße von PF, ſon⸗ 
dern auch nach der Richtung dieſer Geraden gefragt werden, 
indem hier eine unbegrenzte Gerade vorhanden iſt, in der 
PF liegen ſoll. Es iſt daher auch ganz nothwendig, daß 
die Antwort in $. 361 durch die Formel 

FP = # Vim dq = 
mit einem undeutſamen + und —, dagegen in $. 362 durch 
die Formel 

PF = £ Vim di 
mit deutſamem T und — gegeben wird. 

Schon die aus dem Pythagoriſchen Satze entſpringen⸗ 
den Formeln geben Anlaß zu gleichen Bemerkungen. Iſt 
(Fig. II) eine unbegrenzte Gerade RS gegeben, auf derſelben 
ein Loth AB Sk, und es iſt verlangt, in RS einen P. C 
zu beſtimmen, für welchen die Hypotenuſe BC h, fo iſt in 
der Formel AC h — KA das + und — deutſam, 
denn die Frage kann ſich hier auch auf die Richtung der AC 
in RS beziehen, und die zwei entgegengeſetzten Werthe von 

4* 
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AC beſtimmen zwei entgegengeſetzt liegende Punkte C’ u. C“. 
In andern Fällen dagegen, wo keine ſolche unbegrenzte Ges 
rade da iſt, in welcher die zu berechnenden Katheten liegen 
ſollen, iſt das + und — jener Formel undeutſam. 


II. Uebungs aufgaben. 


§. 363. Aufgaben uͤber Flaͤchenraͤume. 

1) Zwei Parallelogramme ſtimmen in den Winkeln und 
dem Inhalte uͤberein; vom erſten ſind beide Seiten gegeben, 
a und b; eine Seite des andern iſt Sf. Man ſoll die zweite 
Seite des andern Vrllars. berechnen. (S. §. 205. 2 u. §. 198.) 

2) In der Seite AB eines Dr. ABC iſt ein P. F 
dadurch beſtimmt, doß Ah p, FB S q, auch iſt gege⸗ 
ben AC — b; BC = a; man ſoll durch Rechnung die Lage 
eines P. G im Umfange des Dr. beſtimmen, fo daß FG das 
Dreieck halbire. 

S. F. 200. II. u. F. 211. 2. Iſt pu, fo muß G in A0 lie 


f b,(p-+9) 
0 b in BC. ff S 
gen; wenn aber p il g, in Im erſten Falle iſt AG a "a 


a. (pq) 


24 

3) Der Inhalt einer Figur verhaͤlt ſich zum Inhalte 
einer andern ähnlichen Figur wie m jun; die erſte enthaͤlt 
Linien, welche — a, b. u. ſ. w. find; man ſoll die homolo⸗ 
gen Linien &. g.. der andern Figur berechnen. 

S. F. 247. u. §. 263. 2. Man findet 


cr . V 2 =. V u. f . 


im zweiten BG — 


m 
4) Das Dreieck ABC foll durch eine Gerade FG, wel; 
che mit AB parallel ift, in zwei Theile CFG und ABGF 
getheilt werden, die ſich wie m zu n verhalten. Wie groß 
iſt GFP 
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0 


S. 9. 243. u. 3. 315. 1. Es kommt, wenn T in CA liegt, 


ah m_ 
er 2 aaa: 


5) Es ſind zwei homologe Seiten zweier aͤhnlichen Fi— 
guren gegeben, a in der erſten Figur, a’ in der zweiten; man 
fol die homologe Seite x einer aͤhnlichen Figur berechnen, 
deren Inhalt der Summe oder der Differenz der gegebenen 
Figuren gleich ſey. 

S. F. 264. Für den Fall der Summe kommt x NA 
für den Fall der Differenz, wenn aue, kommt x — Var . 

§. 364. Wie in F. 361. iſt in Fig. 9. gegeben K = 
CI. Sr, FC=d; man fol FA und FB ſo beſtimmen, 
daß FA: FB n. 


es i la = NN. r. V a 


§. 365. 1) Von einem Dreiecke ABC find die Seiten 
AG Sb, BC D a nebſt dem Verhaͤltniſſe der durch das 
Loth C auf AB gebildeten Abſchnitte, naͤmlich KAD: DBS n, 
gegeben; wie groß find dieſe Abjchnitte? (S. §. 329. 1.) 

2) Es find gegeben die Abſchnitte ADD f, DB g, 
nebſt dem Verhaͤltniſſe der Seiten KC: BC Sm n; wie groß 
find dieſe Seiten! 

$. 366. Vom Dreiecke iſt gegeben die Baſis AB a, 
die Höhe CD hz; es ſoll in demſelben ein Rechteck FGHL 
eingeſchrieben ſeyn, fo daß F und G in AB, H in BC, 
I in AC liegen; endlich ſoll ſeyn FG:FI=n; wie groß 
find die Seiten des Rechtecks? (S. F. 324. 2.) 

8. 367. Man ſoll die Seiten eines Rechtecks berechnen, 
wenn der Inhalt deſſelben einem Quadrate gleich iſt, deſſen 
Seue = a, und noch außerdem gegeben iſt, entweder 
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1) der Verhaͤltnißexponent der Seiten, Saen. 
oder 2) der Umfang S p. G. 314. 1.) 


die eine Seite iſt = Ap. f1+ 14. =) 53 


di andre Ap. 11— — 59 


oder 3) die Differenz feiner zwei Seiten, — d. 

Die eine Seite it — 2. (dA +9), 

die andre = X. (Vd FR? — d). ö 

§. 368. Man fell die Seiten eines Rechtecks berechnen, 
wenn gegeben iſt ſein Inhalt und der Durchmeſſer des um— 
ſchriebenen Kreiſes. (S. §. 317. u. §. 353.) 

§. 369. Man ſoll die Seiten eines rechtwinkligen Drei—⸗ 
ecks berechnen, wenn das vom rechten Winkel zur Hypotenuſe 
gefällte Loth — T gegeben iſt, nebſt * 

J) der Summe der Katheten, Des, 
oder 2) der Differenz der Katheten — d. a 

Man findet. für die erſte Aufgabe, wenn man die Katheten mit 
x und y, die Hypotenuſe mit z bezeichnet. 

= - f VH 

dann „ . EV. 

Es koͤnnen hier manche Betrachtungen in Bezug auf das T und 
— und auf das Imaginaͤre angeftellt werden. Zahlenbeiſpiel: E= 12, 

§. 370. Man bezeichne für ein rechtwinkliges Dreieck 
mit 8 die Summe der Hypotenuſe und des auf dieſelbe aus 
dem rechten Winkel-gefaͤllten Lothes, mit D die Differenz 
derſelben Linien; ferner bedeute s die Summe, dh die Diffe- 
renz der Katheten. Dann können folgende Aufgaben geloͤſet 
werden: f 
Man ſoll die Seiten und das Loth im rechtwinkligen 
Dreiecke berechnen, wenn gegeben iſt, 
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1) 8 und s, 
oder 2) D und d, 
oder 3) 8 und d, 
oder 4) D und s. 5 N 

In der Aufg. 1. findet man fuͤr das Loth den Werth VS, 
und hieraus beſtümmen fich dann die Abrigen Linien. 

In Aufg. 3. entſtehet für die Hypotenuſe 3 die Gl. 

32— 282 — dn. a 

8. 371. Von einem Dreiecke iſt der Inhalt, = F ge⸗ 
geben, nebſt 

1) den zwei Seiten a, b, 
oder 2) einer Seite S c, und der Summe der beiden 
andern Seiten Ses, 
oder 3) einer Seite — c, und der Differenz der beiden 
andern Seiten — d, 
man ſoll die unbek imnten Seiten berechnen. 

Man kann die Aufloͤſung jedesmal auf die Formeln aus F. 356. 
ſtuͤtzen: 

1 A. b EEE, 5 
oder F= A U eee eee. 

8. 372. Man ſoll die zwei unbekannten Seiten eines 
Dreiecks berechnen, wenn gegeben iſt die Seite AB S c, das 
zugehörige Loth CD Sh, und entweder 

1) die Summe der unbekannten Seiten Ses, 
oder 2) die Differenz derſelben S d. 

Man kann die Aufl. erhalten, indem man durch doppelten Aus⸗ 
druck des Inhaltes, aus Baſis und Hoͤhe naͤmlich, und auch aus den 
drei Seiten nach der letzten im vorigen $. angeführten Formel, eine Glei⸗ 
chung ableitet. Man erhaͤlt in Aufg, 1. für die Differenz der unbekann⸗ 
ten Seiten den Ausdruck 
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Man kann aber auch die auf AB durch das Loth gebildeten Abs 
ſchnitte als unbekannte Groͤßen mit Buchſtaben bezeichnen, ohne Anwen⸗ 
dung des Inhaltes vier Gleichungen ableiten, und dann, in der erſten 
Aufgabe, die Differenz der unbekannten Seiten und die der beiden Ab- 
ſchnitte, als Huͤlfsunbekannte, mit Buchſtaben bezeichnen, endlich durch 
geſchickte Elimination dieſe Differenzen zu beſtimmen ſuchen. In der 
zweiten Aufgabe tritt an die Stelle der Differenz der unbekannten Sei⸗ 
ten deren Summe. 

§. 373. Der Inhalt eines Dreiecks fol —= F ſeyn, 
und feine Seiten follen ſich verhalten wie die Zahlen m, n, 
p; wie groß find die Seiten? 

Setzt man 

S eee 
und BR. . 


fo iſt die eine Seite — mB, die andre — nB, die dritte — pB. 

§. 374, Die drei Lothe, die von den Ecken eines Dreis 
ecks zu den gegenuͤberliegenden Seiten gezogen ſind, ſind 
= f, g, hz; wie groß find 0 50 0 des Dreiecks? 


Es ſey 23 ( . 10. ſo iſt der Inhalt 


UN (=) 

dann find die Seiten = . 5 * 

§. 375. Gegeben iſt der Durchmeſſer eines Kreiſes 
AB = d, und ein Stuͤck deſſelben AG — a; aus C iſt ein 
Loth CR auf dem Durchmeſſer errichtet; man ſoll die Gerade 
AF berechnen, für welche das von CR und der Kreisperi— 
pherie begrenzte FE einer gegebenen Geraden m gleich ſey. 
(S. $. 283, F. 337 und Fig. 75. a. zum Iſten Th.) 


Dieſe Aufgabe it der von F. 361, ſehr verwandt und erlaubt aͤhn⸗ 
liche Betrachtungen. 
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§. 376. Vom Dreiecke ABC iſt die Baſis AB D e, 
die Höhe CD Sh, gegeben; in demſelben wird ein Rechteck 
FGHI fo conſtruirt gedacht, daß die Punkte F, G in der 
Baſis AB, die Punkte H, I aber der erſte in BC, der an⸗ 
dre in AC liegen, und daß dieſes Rechteck einem gegebenen 
Quadrate Q gleich ſey. Man ſoll durch Rechnung die Lage 
des Punktes L des Lothes CD beſtimmen, in welchem Punkte 
dies Loth von HI geſchnitten wird. (S. §. 331 und Fig. 102 
zu Th. I.) 

Man ſucht am beſten die Entfernung des Punktes L vom Mits 
telpunkte der CD. Nennt man dieſelbe x, fo findet ſich 

1 V:-& 
7 ch 


* a 


oder, wenn A den Inhalt des Dreiecks, der =. iſt, bezeichnet 


* 1 — . 


Das + und — iſt hier deutſam. Durch die beiden Werthe von x were 
den zwei Rechtecke FGHI und FCH“ beſtimmt „ welche beide die auf, 
geſtellten Bedingungen erfuͤllen. 

Es darf Q nicht poſitiv und zugleich größer als FA fen, wenn 
x reell ſeyn ſoll (vorausgeſetzt, daß Q pofitiv). Für Q = HA wird 
x 0, die beiden aufloͤſenden Rechtecke gehen in ein einziges uͤber, wel⸗ 
ches zugleich das groͤßte iſt, das im Dreiecke conſtruirt werden kann. 

kann aber auch in ſich negativ genommen werden; x iſt dann 
immer (A als poſitiv gedacht) reell, und man findet zwei Rechtecke, die 
nicht eigentlich im Dreiecke conſtruirt ſind, ſondern welche die Punkte K 
und I in den Verlaͤngerungen von BC und 40 haben. (S. Foͤrſte— 
mann, über den Gegenſatz poſikiver u. negativer Großen S. 109 u. folg.) 

Es iſt noch zu beachten, daß die gegebene Baſis und Hoͤhe, ver— 
bunden mit Q, zur Beſtimmung von x genuͤgen, obgleich durch fie das 
Dreieck ABC ſelbſt noch nicht beſtimmt iſt. 


&. 377. Die Summe der Hypotenuſe und einer Kathere 
eines rechtwinkligen Dreiecks werde durch 8, die Differenz 
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derſelben Linien durch D, die Summe der Hypotenuſe und 
der zweiten Kathete durch s, die Differenz derſelben Linien 
durch d bezeichnet; dann kann verlangt werden, die drei Sei— 
ten zu berechnen, wenn gegeben iſt entweder 

1) 8 und s, 
oder 2) D und d, 
oder 3) 8 und d. 

Faßt man S und D in die Bezeichnung A, s und d aber in a zu⸗ 

ſammen, ſo findet ſich jedesmal fuͤr die Hypotenuſe die Formel 
An 

hieraus laſſen ſich ſodann die Werthe der Katheten beſtimmen, und noch. 

einige Betrachtungen wegen der Doppelvorzeichen anſtellen, welche durch 

Zahlenbeiſpiele erläutert werden. 

9.28. Die drei Seiten AB, BC, CA, welche mit 
c, a, b wie gewöhnlich bezeichnet werden ſollen, ſeyen in den 
Punkten F, D, E halbirt (Fig. 12), fo daß die drei Geras 
den AD, BE, CF ſich in dem Schwerpunkte G des 
Dreiecks ſchneiden (5. 267). Dieſe drei Geraden AD, BE, 
CF ſeyen nach der Ordnung — d, e, f. Dann koͤnnen un: 
ter andern folgende Aufgaben geloͤſet werden: 

1) Es ſind die drei Seiten a, b, c gegeben; man MA 
die Geraden d, e, f berechnen. 

2) Es find die Seiten a, b, nebſt der Geraden f ge: 
geben; man ſoll e und den Inhalt F des Dreiecks berechnen. 

3) Es find die drei Geraden d, e, f gegeben; man 
ſoll die Seiten und den Inhalt F berechnen. 

Man fälle ein Loth CK auf AB, fo kann man durch Anwendung 
der Formel (I, A) aus $. 356. für den Abſchnitt AK zwei Ausdrucke ab⸗ 
leiten, welche gleich ſeyn muͤſſen. Daraus wird ſich dann finden 

> 55 1 * 8 
Eben ſo d = 2. b 20 , 


i VA? 20s d. 
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Dieſe Formeln loͤſen die Aufg. 1. Zur Aufl. von 2. findet man zunäaͤchſt 
e — YV2a? ＋ 257 — AR, 

Die verlangte Formel für F erhält man bequem durch eine Hüͤlfscon⸗ 
ſtruction. Man verlaͤngre CF, bis FI. — CF, dann iſt ACBL dem 
ABC am Inhalte gleich. Der Inhalt von CBL kann aber aus feinen Geis 
ten BC = 2, BL CA —b, CL = 2% beſtimmt werden, und 
ſo erſche int 

r eee 

Für Aufg. 3. findet ſich zuvoͤrderſt 
a = J r . f. w. 

Um die Formel für den Inhalt des AABC abzuleiten betrachte man 
ABC, wenn BI parallel mit AD. Es iſt in demſelben (J. 267) 51 
46 S 4d, BG = e, GI = CG Af. Daraus laßt ſich 
Bl und aus demſelben & ABC oder F finden, weil 450 = = 3. BCl. 
Man bekommt auf dieſem Wege 


F J. IA eee. 

Weniger einfach iſt die Ableitung dieſer Formel in: Lebmus 
Geometrie, zweite Aufl., Th. I. S. 298. 

Anm. Durch Betrachtung des Dr. BGI laſſen ſich noch einige Satze 
finden, die ſich aber auch aus den gefundnen Formeln ergeben. Nämlich: 
Man nenne der Kürze wegen die Linien AD, BC, CF die Mittellinien 
des Dr. ABC, dieſes Dreieck aber das erſte. Conſtruirt man dann ein 
zweites Dr. aus den Mittellinien des erſten, als Seiten, (die durch 
$. 62. bedingte Moͤglichkeit dieſes zweiten Dr. erhellt aus der Moͤglich— 
keit des Dr. B61, das ihm ähnlich iſt), dann wieder ein drittes Dr. 
aus den Mittellinien des zweiten, und ſo immer weiter, ſo gilt: 

(1) Es find aͤhnlich: das Lite, te, 5te Dr. u. ſ. w. Die Seiten 
des erſten verhalten ſich zu den homologen des dritten wie 4: 3; eben 
ſo die des dritten zu denen des fuͤnften u. ſ. w. 

( Aehnliches gilt für das 2te, Ate, Gte u. ſ. w. 

Der Inhalt des erſten Dr. verhält ſich zum Inhalte des zwei⸗ 
ten wie 433; eben fo der Inhalt des zweiten zu dem des dritten u. ſ. w. 

§. 379. 1) Von einem Prllgr. ABCD find die zwei 
Seiten AB Sa, BC=b und die Diagonale A0 p 
gegeben; man ſoll die andre Diagonale BD — gꝗ berechnen. 
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Dieſe Aufg. ſtebet mit der von $. 378. 1. in Verbindung. Man 
erhält, als eine Gl., welche den arithmetiſchen Zuſammenhang zwiſchen 
a, b, p, d ausdrückt, 

p * 2. (4 b) a 
folglich p = 2 ( I) — pz. 

2) Von einem Prllgr. find die Diagonalen p, q nebſt 
einer Seite a gegeben; man ſoll die zweite Seite b und den 
Inhalt des Prllgrs berechnen. 


3) Von einem Prllgr. find die Diagonalen und der Ins 
halt F gegeben; man ſoll die Seiten berechnen. 


8. 350. Im Dr. Kk it © mit einem P. M der Bas 
ſis oder auch der Verlängerung der Baſis verbunden (Fig. 13); 
es iſt gegeben AC = b, BE = a, AM = t, MB = g, 
alſo AB—f-+g. Man fell hieraus CM S k berechnen. 

Fällt man CN und beſtimmt den Abſchnitt AN nach §. 356. (1, A) 
auf doppelte Weiſe, etwa aus Dr. ABC und AMC, fo bekommt man 
eine Gleichung, welche in 

( o. ( 6) = ar bit 
uͤbergehet, und daher 
— big — g. 

Bemerkungen. Man findet hieraus die Aufl. der Aufg. . 378.1, 
wenn man ſtatt f. g, K nach der Reihe ſetzt Pe, Je, f. 

Iſt a b, alſo das Dreieck gleichſchenklig, fo kommt 

Kk . — Ig. 

Die oben gefundne Gl. kann verwandelt werden in 

22 1 big — ks. (f ) — s. (f * 6) = 
Setzt man hier ſtatt a,b, k, f, g und f- die dadurch ausgedrück⸗ 
ten Linien, ſo entſtebet 

CB. AM + CA. MB — CM. AB — AM. MB. AB = O, 
oder, weil AB — — BA, 
CB. AM + CA®. MB + CM? BA + Ad. MB. BA = 0. 

Dieſe Gl. druͤckt den Zusammenhang zwiſchen den Entfernungen dreier 
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Punkte einer Geraden unter einander, und den drei Entfernungen der⸗ 
ſelben Punkte von irgend einem vierten Punkte aus. 

§. 381. 1) Von einem Trapeze find die vier Seiten 
gegeben, naͤmlich AB S a, B50 r b, CD = e, DA d 
wobei AB und CD die parallelen Seiten ſeyn ſollen; man 
ſoll daraus die Diagonalen AC = p, BD ꝗ berechnen. 

Bei der Aufgabe, aus den gegebenen Seiten des Trapez zu con⸗ 
ſtruiren ($. 109), muß man ſich einer Hüͤlfslinie bedienen, die z. B. aus 
C parallel mit DA gezogen iſt. Dieſelbe Huͤlfslinie dient zur algebrai⸗ 
ſchen Aufloͤſung. Man führt dadurch gegenwärtige Aufgabe auf die des 
vorigen F. zuruck, und findet die Gleichungen 

(p?— ach). (a — c) — ad’— ch?, 
(g— ac). (a — 0 — ab? — cd’, 
woraus ſich p und g beftiimmen laſſen. 

2) Man ſoll aus denſelben gegebenen Groͤßen den In⸗ 
halt des Trapezes berechnen. 

Bezeichnet man das Product 
eee bl). ab) 

mit P, fo it Sa 
der Inhalt — 105 EVER; 

3) Von einem Trapeze find gegeben die zwei parallelen 
Seiten a und e, nebſt den Diagonalen p und q; man ſoll 
daraus die Seiten b und d berechnen. 

Auf einem Wege, der dem bei 1, eingeſchlagenen ahnlich in, ober 
auch, indem man aus den beiden in 1. gefundnen Gl. nach der Reihe 
d und b eliminirt, findet man 

G 2c). (a e = ag’-+ cp? 
(dz ＋ ac). (a ) = ap cqz, 
woraus man b und d berechnen kann. 

4) Aus denſelben gegebenen Größen den Juhalt des 
Trapezes zu beſtimmen. / 

Man bezeichne das Product 

(pc (-a rpc d). (A- p- eq) A 
mit P; fo iſt der Inhalt = 4 VP. 
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Bemerkungen. Um die Richtigkeit der gefundenen Formeln 
zu prüfen, kann man fie auf fpecielle Fälle anwenden. Setzt man c—0, 
ſo gebet das Trapez in ein Dreieck über, deſſen Seiten — a, b, d, 
dann wird p = d, gb, und die obigen Formeln geben Richtiges. 
Durch die Annahme ac wird man mittelſt der Gl. in 1. auf b d 
geführt, das Trapez wird ein Parallelogramm; die Gl. in 3. führt auf 
8. 379. 1. zuruck; die Gl. in 1. ſowohl, wie die in 2, geben zu erken⸗ 
nen, daß ein Prllgr. durch ſeine Seiten allein noch nicht beſtimmt iſt, 
was ſich auch unmittelbar aus geometriſchen Gründen einſehen läft. 

Durch Addition der in 1. oder der in 3. gefundenen Gl. laßt ſich 
ableiten 

pe q: = bi- di} 2c, 
eine Gl., welche einen Zuſammenhang zwiſchen allen 6 Linien des Tra⸗ 
pezes ausſpricht. 

§. 382. Einige Eigenſchaften des Vierecks. 

1) Die Seiten und Diagonalen eines Vierecks moͤgen 
ſeyn AB Sa, BC b, CD ge, DA=d, AC p, 
EBD S , endlich eine Gerade KL, welche die Mittelpunkte 
der Diagonalen verbindet, — f (Fig. 14), fo iſt 

22 ＋ b. ＋ c ＋ da = p+ d IR (I). 

Den Beweis zu führen, ziehe man AL und CL, und wende auf 

die Dreiecke ABD, BCD, ACL die in $. 378. für die Iſte Aufg. ger 
fundne Gl. an, fo bekommt man drei Gl., aus denen (1) gefolgert 
werden kann. 

2) Man verbinde auch die Mittelpunkte der einander 
gegenüber liegenden Seiten des Vierecks durch Gerade MN g, 
Oh, fo finden ſich, aus aͤhnlichen Gründen, die Gl. 

aa p+ c ＋ 9 = be d ＋ 4g? (2) 
b?+ p+ d- qQ?= a c?.+ 4h? (3). 

3) Aus den Gl. (1) (2) (3) folgt 
bed pd: = 4a). (0 

Anm. Soll das Viereck ein Prllgr. ſeyn, fo hat man aeg. 
brd=h, KEN, und jede der Gl. (1) bis (4) führt * die Gl. 

p- 4. = 2%? 2b? aus $. 379. 1, zuruck. 
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§. 383. Von einem Vierecke im Kreiſe mögen die vier 
Seiten und zwei Diagonalen heißen a, b, c, d, p, q (wie 
F. 382.) Sind von dieſen ſechs Linien vier gegeben, fo kann 
man daraus die zwei unbekannten berechnen. Hieraus entſte⸗ 
hen folgende Aufgaben: 

1) Man ſucht die Diagonalen aus den Seiten. 

2) Man ſucht zwei einander gegenuͤberliegende Seiten 
aus den uͤbrigen Linien. 

3) Man ſucht zwei ſich beruͤhrende Seiten. 

4) Man ſucht eine Seite und eine Diagonale. 

Es find bier immer die ſich nach $. 274. III. (Ptolemaͤiſcher Satz) 
und IV. ergebenden Gleichungen zu Grunde zu legen 

ac + bd = pg, 
p: q = (ad + be): (ab + cd), 
welche letztre Gl. auch in der Form gefchrieben werden kann 
abp + cdp = adq + beg. 

In den erſten beiden Aufgaben kommt man auf reine, in den beiden 
letzten auf unreine quadratiſche Gleichungen. 

Zu Zahlenbeiſpielen koͤnnen die 6 Zahlen angewandt werden: 
ı 00, b = 16, c = B, d = 33, p 852, 4 = 39, welche 
wirklich in Verbindung mit einander bei einem Vierecke im Kreiſe Statt 
baben koͤnnen. 1 

$. 381. 1) Von einem um einen Kreis beſchriebenen 
Vierecke ABCD find die vier Seiten AB = a, BC = b, 
CD S e, DA — d gegeben; man ſoll die Stuͤcke berech— 
nen, in welche die Seiten durch die Beruͤhrungspunkte ge⸗ 
theilt werden. i 


2) Von einem Vierecke, um welches ein Kreis beſchrie— 
ben gedacht wird, ſind die vier Winkel A, B, C, D (wobei 
A-+-B-++-C+D = 49) gegeben; man ſoll die Theile die⸗ 
ſer Winkel berechnen, in welche ſie durch die Radien, die zu 
den Eckpunkten gezogen ſind, getheilt werden. 
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Die erſte dieſer Aufgaben it innig mit der in $. 349, die zweite 
mit der von $. 350. verwandt. Das Ergebniß, welches ſich beim Ver— 
ſuche, dieſe Aufgaben zu loͤſen, findet, iſt aber fehr eigenthuͤmlich. Dies 
mag nur an der zweiten Aufg. nachgewieſen werden. 

Bezeichnet man hier die unbekannten Winkel wie in Fig. 15, fo 
bilden ſich die Anſatzgleichungen 0 


(1) x 75 = A. 
2) 52 2 B,. 
(3) z+u = C. 
(4) u X = O. 


Jeder Verſuch, etwa die Unbekannte x, durch Elimination der andern, 
zu beſtimmen, führt zu einer Gleichung, welche x nicht enthaͤlt, naͤm⸗ 
lich zu ATB S CAD. 

Dieſe Gl. wird auch durch Addition von (1) u. (3) dann von (2) 
und (4) als nothwendig erkannt, und zeigt eine Bedingung an, welche 
Statt finden muß, wenn die vier Gleichungen nichts Ungereimtes ausfa- 
gen ſollen. Findet dieſe Bedingung Statt, ſo kann man an der Stelle 
von (4) ſchreiben 

ufx S AAT C- B; 
dann iſt aber dieſe Gl. von den drei andern abhaͤngig; fie wird ges 
funden, wenn man von der Summe der (I) und (3) die (2) abziehet; 
ſo hat man eigentlich nur drei Gl. fuͤr vier Unbekannte, die Aufgabe 
iſt eine unbeſtimmte. . 

Dieſe eigenthuͤmliche Erſcheinung wird durch §. 143. aufgeklaͤrt. 
Nach dieſem muß bei jedem Vierecke im Kreiſe ſeyn AC = BD; 
findet dies aber bei einem Vierecke Statt, ſo kann auch jedesmal ein 
Kreis um daſſelbe beſchrieben werden. Sind nun die vier Winkel gege— 
ben, fo daß AC = BTD = 2, fo kann man beliebig viele 
Vierecke mit dieſen Winkeln bilden, welche alle Vierecke im Kreiſe ſind, 
bei denen aber die Theile x, y, 2, u der Winkel fehr verſchieden aus 
fallen koͤnnen. 

8. 385. Von einem Dreiecke ift die in F halbirte Ba; 
fit AB c gegeben, fo daß A = FB S Ec; ferner iſt 
die Gerade CF Sf und die Summe der Quadrate der außer 
der Baſis vorhandnen Seiten, AC?4- BC’ s, gegeben; 
man ſoll dieſe Seiten berechnen. 
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Es werde (Fig. 12) das Loth CK gefällt, AC x, BC y. 
FK r geſetzt, fo hat man 
a) + y e 
und nach F. 221. oder auch §. 356. (I, A.) 
i 29 x2 A c- f ＋ cz 
(5) y’—z + 2— cz. 
Man kann nun ſuchen, x zu beſtimmen. Um zunaͤchſt z zu eliminiren 
addire man (2) und (3). So entſtehet x? y = 40 22. Will 
man nun aus dieſer Gl. und (1) durch Subtraction y eliminiren, fo 
fallt nicht bloß y, ſondern zugleich x heraus, und man findet 
s — #c!+ 272. 
Dieſe Gl. enthält keine Unbekannte mehr; aus ihr, und fo auch aus den 
Anſatzgleichungen überhaupt, koͤnnen die geſuchten Größen gar nicht ber 
ſtimmt werden; fie druckt im Gegentheil eine Bedingung aus, der die 
gegebenen Größen unterworfen ſeyn müffen, wenn ein Dreieck moͤg⸗ 
lich ſeyn ſoll, das dieſelben enthaͤlt. Findet dieſe Bedingung Statt, ſo 
hat man eigentlich nur zwei Gleichungen, indem dann zwei der drei 
Anſatzgleichungen ſchon die dritte nach ſich ziehen; hat alfo auch nur eine 
unbeſtimmte Aufgabe, da zwei Gleichungen nicht zur Beſtimmung 
von drei Unbekannten genügen. Zu einer beſtimmten kann die Aufgabe 
dann nur durch Hinzufügung noch einer in einer Gleichung aus geſpro⸗ 
chenen Bedingung erhoben werden. Findet aber die Gl. s = 1c 212 
nicht Statt, fo iſt die Aufgabe ungereimt und ganz unauflösbar. 

Auch aus der für $. 378. 1. gefundnen Formel E ITI 25 
koͤnnte man die Aufl. herzuleiten verſuchen, indem man ſtatt a und b 
ſetzte x und y. Aber auch hieraus wuͤrde die Gl. 2 0 2%? ent⸗ 
ſtehen. 

Das Ergebniß der verſuchten Aufloͤſung hat große Aehnlichkeit mit 
dem im vorigen $. gefundnen, und haͤngt mit folgenden den Kreis be 
treffenden Saͤtzen zuſammen: 1) Iſt (Fig. 16) ein Kreis mit dem Cen⸗ 
trum F und dem Radius FC vorhanden, und in einem Durchmeſſer 
deſſelben find die Punkte A und B fo genommen, daß AE FB, fo iſt 
die Summe AC? ＋ BC? eine conſtante, naͤmlich AC“? ＋ BO? 
AC“ BC”? u. ſ. w. = 2. (AF ＋ CF). 2) Sind in einer Gera⸗ 
den die Punkte A, F, B gegeben, und zwar fo, daß A EB; if 
ferner AC ＋ BC? gegeben, fo iſt FC conſtant, naͤmlich FC? 

Geometrie Thl. II. 5 
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1. (Ac ＋ CY) — AF?, und ein Kreis iſt der geometriſche Ort für 
den Punkt C. 

8. 386. 1) Für ein Dreieck find die Radien *, “, r“ 
der drei außen- eingeſchriebenen Kreiſe gegeben; man ſoll den 
Inhalt F des Dreiecks, feine Seiten a, b, c, und den Nas 
dius des eingeſchriebenen Kreiſes, nämlich er, berechnen. 

Wenn s den halben Umfang bezeichnet, fo it nach §. 279 

F = (-). “= (-b). = (so). “. 
oder aF = (Fb). (bt). = G Hb) . “, 


2F 

alſo (1) ere 
2 

(2) -b = ww 

2 

3) ab = ww. 


Daher durch Addition 1 
() abe D (c Y E %) 
Durch Multiplication dieſer vier Gleichungen und Anwendung der Gl. 
(Ab-). ab-). (-b -). (ab) = 16 F. 
findet ſich zuletzt, wenn man ſetzt, es ſey 
1 
= 7 7 er 
für den Inhalt die Gleichung 
F = , 111 
Indem man jedes Paar der Gl. (1) (Y (3) addirt, und in die 
entfichenden Gl. ſtatt F feinen eben gefundnen Werth ſetzt, bekommt man 
a = „. ( ). v 
b = W. ( . vv tm] 
e = . (C ). 


Nach F. N79. iſt r b Man ſetze bier ſtatt abe 


den Werth aus (4), ſo kommt 
r Pd 
r F ND er ea um. 
Dieſe Gleichung giebt 
I = T rr r“ IVI 
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welches man als die Hauptgleichung für den Zuſammenhang der vier 
Radien anſehen, und auch ſchreiben kann 

1 1 1 1 
S alle Er" a a. 


* 
2) Für ein Dreieck find die Radien r, r“, r“ gegeben: 
man ſoll den Inhalt, die Seiten und den Radius r' berechnen. 
Durch ein ähnliches Verfahren wie in 1. findet man, angenom⸗ 


men, es ſey 
1 


— "Se 
die Formeln 1 r 1j 
a — 1. ( /). W.“ 
b= I. (. ) . W. (2) 
e=r.@on.w 
1 r“ 
. er mer 13 


Man findet aber auch eben dieſe Gleichungen, wenn man zunaͤchſt 
*aus [IVI beſtimmt, wo ſich [3] finden muß, dann dieſen Werth von 
*in [I] und [11] ſetzt. 

§. 387. Aufgaben über Trans verſalen. 


Ueber die §. 268 und §. 269. bewieſene Hauptgleichung 
der Transverſalentheorie 


Ac Ba Gb u 
‘EB x Ic x Ir. 1 (A) 

iſt noch Einiges in Hinſicht auf + u. — zu bemerken. Für 
§. 268 gilt dieſe Gl., auch in dieſer Hinſicht, ganz allge: 
mein; denn in Fig. 62. a (zu Th. I) z. B. find alle drei mit 
einander multiplicirten Verhaͤltnißexponenten poſitiv; in Fig. 
62. b dagegen find die beiden 10 und = negativ, wegen ent⸗ 
gegengeſetzter Richtung der Linien Ba, aC und Ch, b. 
Daher iſt jedesmal das Product +1, nicht — 1. Ganz an⸗ 
ders iſt es in F. 269. Man wird für Fig. 64. a. nur einen 


Verhaͤltnißexrponenten, in Fig. 64. b aber alle drei als nega⸗ 
5* 
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tiv erkennen; es iſt daher fuͤr F. 269 die in Hinſicht auf + 
und — richtige Gleichung 
Ac Ba 9 
ER (B) 
wo —1 an die Stelle von ! getreten iſt. Erſt jetzt füns 
nen folgende Aufgaben vorgelegt werden: 


1) Für AABC find durch den Punkt P die Geraden 
Apa, BPb, CPe gezogen (Fig. 62) und die Verhaͤltniſſe 
Ba Cb 


Ac 
Sc m, zz n gegeben; man ſoll 7, berechnen. 


Aus (A) findet ſich a = u. 

2) Für AABC iſt die Transverſale abe gezogen 
(Fig. 64) und gegeben 106 m, 5 Denz man foll Abe: 
rechnen. 

Aus (B) erhält man = — — Nr 

i } AP BP CP 

3) Daſſelbe ift gegeben wie in 1; man ſoll Pa' PB’ Pe 

berechnen. 


Hier muß man (B) anwenden, indem man etwa zuerſt Ce 
als Transverſale fir AABa, ſpaͤter aber etwa Ce als Transver⸗ 
fale für AABb, zuletzt etwa Bb als Transverſale für AACc be- 

- B 

trachtet. Dabei muß man noch z. B. wiſſen, aus dem gegebenen 10 
= "BC CB BC Ba-EaC Ba 
abzuleiten g oder „5 u. dgl. (Man hat c = 2e = 


＋ I= m-+l, aber ih). So findet ſich 


Ar“, m—+1 
Pa — mn 
BP 

PDP S m. (n- I) 
CP mn—-1 
Pe = - 
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4) Daſſelbe iſt gegeben; man ſoll die Verhaͤltniſſe der 
Inhalte von ABP, APb, BPa, CA Pb (Fig. 62, beſonders a) 
zum ganzen Dreiecke ABC berechnen. 


Indem man noch die Sitte von §. 200. zu Huͤlfe nimmt, und 
ABC — A ſetzt, findet man 
m 
mu E m I 
1 
= -e 
men 


Aube = C e- Fen-) 9 


1 1 

Viereck CAbb 6 — are) A 

FR n .(ma-+2m-+1) Ai 2 
— (m-+-1). (- EI). (mu- m-) 
Anm. Man haͤtte zweifeln koͤnnen, ob in dieſen Aufgaben die 
gegebenen Größen zur Beſtimmung der geſuchten binreichen möchten, da 
fie nicht einmal das Dreieck ABC beſtimmen. Die Aufl, mitteht der 
Transverſalentheorie hat gezeigt, daß wirklich die geſuchten Verhaͤltniſſe 
durch die gegebenen beſtimmt werden. Man bemerke dabei, daß die ge⸗ 
gebenen und geſuchten Linienverhaͤltniſſe immer nur zwei Linien aus einer 
und derſelben unbegrenzten Geraden als Verhaͤltnißglieder enthalten, ſo 


AABP = FAN 


Ab 


2 
daß Verhaͤltniſſe andrer Art, z. B. Ei ganz unbeſtimmt bleiben. 


Zu der beſondern Klaſſe von Aufgaben, zu welcher obige Aufgabe 
gehört, iſt auch diejenige zu zaͤhlen, welche in Crelle's Journal, B. 3. 
S. 201, von Steiner aufgeloͤſet iſt. 5 
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Vlerte Abtheilung. 


I. Von den goniometeiſchen Functionen überhaupt, 
ihren einfachſten Eigenſchaften, und ihrer Anwen— 
dung zur Berechnung rechtwinkliger 
Dreiecke. 


$. 388. Ja Hinſicht der Aufloͤſung der geometriſchen Auf— 
* durch Rechnung kann man unter den verſchiedenen Auf: 
gaben der Epipedometrie vorzuͤglich drei Klaſſen unterſcheiden, 
1) ſolche Aufgaben, welche ſich nur auf den Zuſammenhang 
von Linien unter ſich oder mit Flaͤchenraͤumen beziehen; von 
dieſer Art waren faſt alle Aufgaben der dritten Abtheilung; 
2) Aufgaben, die ſich bloß auf Winkel beziehen; hieher ge— 
hört die Aufgabe des §. 350. 3) Aufgaben, welche ſich auf 
den Zuſammenhang zwiſchen Linien und Winkeln beziehen. 
Aufgaben diefer Art find bisher noch gar nicht durch Rech— 
nung, obwohl in großer Menge durch Conſtruction, behan— 
delt. Um fie durch Rechnung loͤſen zu koͤnnen, iſt es nöthig, 
mit gewiſſen Huͤlfszahlen bekannt zu ſeyn, welche den Namen 
der Winkelfunctionen führen. Die Lehre von dieſen 
Winkelfunctionen und von ihrer Anwendung zu dem genann— 
ten Zwecke, ſo wie zu andern Abſichten, ſoll Goniometrie 
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(Winkelmeſſung) genannt werden; daher koͤnnen die Winkel⸗ 
functionen auch goniometriſche Functionen heißen. 

Beſonders wichtig iſt die Anwendung der goniometriſchen 
Functionen auf das Dreieck; daraus entſtehet die Trigono— 
metrie. Dieſes Wort bezeichnet eigentlich die Wiſſenſchaft, 
welche überhaupt den Zuſammenhang der in einem Dreiecke 
vorkommenden Größen arithmetiſch, d. h. in Formeln, dars 
ſtellen lehrt. So verſtanden gehören eine Menge ſchon im 
Fruͤheren abgeleiteter Formeln, z. B. die des Pythagoriſchen 
Satzes, die von §. 221 und $. 356, und überhaupt eine 
Menge von Aufgaben der dritten Abtheilung, zur Trigonome— 
trie. Den weſentlichſten Gegenſtand der Trigonometrie bilden 
aber die nun anzuftellenden wichtigen Unterſuchungen, welche 
den durch die goniometriſchen Functionen darſtellbaren Zuſam— 
menhang der Linien und Winkel eines Dreiecks betreffen. Be— 
ſonders muß uns die Trigonometrie lehren, wenn ein Dreieck 
durch drei in Zahlenwerthen gegebene Stuͤcke beſtimmt iſt, 
die uͤbrigen in ihm enthaltenen Groͤßen durch Rechnung zu 
beſtimmen. 

§. 389. Für einen gegebenen ſpitzen Winkel XXX 
(Fig. 17), der kurz durch & bezeichnet werden moͤge, mache 
man felgende Conſtruction. Man nehme auf dem einen Schen— 
kel AX willkuͤhrlich cine beliebige Laͤnge AM, errichte aus 
A auf AM das Loth AN = AM, und befchreibe aus A, 
mit einem Radius, der dieſen Linien gleich iſt, einen Qua— 
dranten. Den Schnittpunkt deſſelben mit AY nenne man B. 
Aus B fälle man ein Loth AC auf AM, ein andres AD 
auf AN. An M ziehe man, den Kreis berührend, alſo loth— 
recht gegen AM, eine Gerade, und nenne den Schnittpunkt, 
welchen dieſelbe mit AY giebt, F; auf ähnliche Art ziehe 
man an N, lothrecht gegen AN, eine Beruͤhrende, deren 
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Schnittpunkt mit AY man G nenne. Dann gelten für ge: 
wiſſe Linien der Figur folgende Benennungen: 

CB (oder AD) heißt der Sinus des Winkels A, 
AG, ofs, 
MF .. die Tangente 
NGG. . Cotangente 
N Sean nn. 
5 AG. . Coſecante 

Man nennt dieſe ſechs Linien trigonometriſche Li⸗ 
nien und beziehet ſie nicht bloß auf den Winkel A, ſondern 
auch auf den zugehörigen Bogen. So iſt AD auch der Gi; 
nus des Bogens MB u. ſ. w. 

Der Sinus iſt der halben Sehne des doppelten Win— 
kels (nämlich des Doppelten von MA) gleich. 

An m. Das Wort Sinus ſoll die lateiniſche Ueberſetzung des bei 
den Arabern für die Linie CB gebräuchlichen Wortes Dscheib ſeyn. 

$. 390. Man ſtelle fi) vor, der ſpitze Winkel XA 
nehme ein wenig zu, doch ſo daß er ſpitz bleibe, ſo zeigt ſich 
leicht die Nothwendigkeit eines Wachſens bei den Linien 
Sinus, Tangente, Secante, eines Abnehmens bei den Li— 
nien Coſinus, Cotangente, Coſecante. Die trigonometriſchen 
Linien ſind alſo abhaͤngig von der Groͤße des Winkels, zu 
welchem ſie gehoͤren, oder Functionen dieſes Winkels. Sie 
koͤnnen alſo Winkelfunctionen heißen. 

Dieſe ſechs Linien ſind aber auch zugleich abhaͤngig von 
dem Radius, mit welchem man den Kreis Quadranten be— 
ſchrieben hat. Nimmt man den Radius groͤßer, ſo werden 
auch fuͤr einen und denſelben Winkel, alle ſechs Linien groͤßer, 
jedoch fo, daß die gleichnamigen Linien (j. B. die zwei 
Sinuslinien) ſich zu einander verhalten, wie die zu: 
gehoͤrigen Radien. Es ſey z. B. für den Winkel A ein 
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zweiter Kreis mit dem Radius AB’ und das Dreieck ABC 
conſtruirt, fo muß ABC mit ABC in den Winkeln über: 
einſtimmen, und folglich ſeyn 

CB: OB S AB: AB 
oder, wenn man die Radien mit R, R' bezeichnet 


ESO =, Ron 

oder AB: R = UN 
Ganz auf aͤhnliche Weiſe wird ſich finden: 
Ad : R = AC : R 

MF RHB A MF R 

NGHRT M UHR 

AF RN S M 

AG R S AG : R. 


Dieſe Gleichungen ſagen aus: Aendert ſich der Radius, 
während der Winkel feine Größe behält, fo Anz 
dern ſich die Verhaͤltniſſe der 6 trigonometriſchen 
Linien zum Radius nicht, obſchon die Linien ſelbſt 
ſich ändern. Hienach find dieſe Verhaͤltniſſe der trigonome— 
triſchen Linien zu dem Radius bloß von dem Winkel, zu wels 
chem ſie gehoͤren, nicht aber vom Radius abhaͤngig. Oder 
dieſe Verhaͤltniſſe find nichts als reine Winkelfunctionen, 
waͤhrend die trigonometriſchen Linien zwar Winkelfunctionen, 
zugleich aber auch Functionen des Radius ſind. 

$. 391. Für die ganze Goniometrie und Trigonometrie 
find nun eigentlich bloß die Verhaͤltnißerponenten der trigo— 
nometriſchen Linien zum zugehoͤrigen Radius, — alſo dieſe 
reinen Winkelfunctionen, dieſe bloßen Zahlen — von Wichtig— 
keit. Wir koͤnnten ſie durch die Benennungen Sinuszahl, 
Coſinuszahl u. ſ. w. von der Sinuslinie, Coſinuslinie u. ſ. w. 
unterſcheiden; wir werden aber auch ſchon unter Sinus, Co— 
ſinus u. ſ. w. ohne weitern Beiſatz dieſe Verhaͤltnißexponen⸗ 
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ten der Linien zum Radius verſtehen. Es koͤnnen übrigens 
die Linien durch Sin., Cos., Tang. od. g., Cot., Sec., 
Cosec., die Verhaͤltnißerxponenten derſelben zum Radius aber 
durch sin., cos., tg., sec., cosec. bezeichnet werden. Mittelſt 
dieſer Bezeichnungsweiſe bilden ſich leicht die Gleichungen 


f Sin A 2 4 
An A T und Sin A S R. sin A, 


cos A = S und Cos A R. cos A, 


ig A Le und TgA S KR. ig A, 


R 
ct X e Er und CotA R. cot A, 
8 N 
sec A = * und Sec A —= R. sec A. 
Cosec A 
cosec X = R und CosecA R. cosec A. 


Unter der Benennung Winkelfunctionen werden wir in 
Zukunft meiſtens bloß die Zahlen sin., cos. u. ſ. w. ver⸗ 


ſtehen. 

Anm. Um die Zahlenwerthe der Winkelfunctionen für einen ge« 
gebenen fpigen Winkel zu finden, iſt es, den eben aufgeſtellten Begriſ⸗ 
fen gemäß, nur noͤthig, aus der Spitze des Winkels einen Kreis mit 
beliebigem Nadius zu beſchrriben, an demſelben die trigonometriſchen 
Linien zu conſtruiren, und dieſelben mit dem Radius zu meſſen. Dies 
iſt aber eben fo viel, als maͤße man dieſe Linien mit einer dem Radius 
gleichen Einheit. Fuͤr dieſe Einheit wuͤrde aber der Radius ſelbſt durch 
die Zahl 1 ausgedruckt; man koͤnnte dies ſchreiben K = J. Daher druͤckt 
man ſich auch aus: Die Winkelfunctionen, in dem eben feſtgeſtellten 
Sinne, find die Zahlenwerthe der trigonometriſchen Linien, den Ra 
dius — 1 geſetzt. 

Uebrigens konnte man, zur Beſtimmung von Zahlenwerthen für 
die trigonometriſchen Linien, ganz allgemein jede beliebige Einheit waͤh⸗ 
len, nicht eben eine dem Radius gleiche. Dann würden aber dieſe Zah⸗ 
lenwerthe nicht bloß Functionen des Winkels, ſondern zugleich auch 
Functionen des Radius und der zur Einheit gewaͤhlten Linie, oder auch 
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des Verhaͤltniſſes des Radius zur Einheit. Dies wäre aber weniger ein · 
fach und der Wiſſenſchaft weniger angemeſſen, als nach den oben auf. 
geſtellten Beſtimmungen. 
$. 392. Es ſey jetzt ein bei C“ rechtwinkliges Dreieck 
A”’B"C" vorhanden, welches den Winkel GRA 
habe (Fig. 17 u. 18). Dann wird man haben 
ABC“ Y AABC Y AFM GAN 
und daher werden folgende 6 Gleichungen entſtehen 


8 "pt 

sin A = ni = Se = or 
Cos A AC id Arc" 

csA = ar = 45 7 ap 
TgA MF GB 

0 S f me 
i 

cot A Fr nF er 
see A = Seh —_ AE —_ N 
TR N ER rt A 
eres. ah n 

cosec A R= AN = - 


Durch dieſe Gleichungen find wir zu Begriffen der Wins 
kelfunctionen gelangt, welche unabhaͤngig von der Conſtruction 
der trigonometriſchen Linien am Kreiſe ſind, und ſich nur auf 
die Verhaͤltniſſe der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks uns 
ter einander beziehen. Naͤmlich: Will man die Winkelfunc⸗ 
tionen eines ſpitzen Winkels kennen lernen, ſo bilde man nur 
ein rechtwinkliges Dreieck, welches dieſen ſpitzen Winkel ent⸗ 
haͤlt, dann gilt: 

Der Sinus iſt der Verhaͤltnißerponent der dem Wins 
kel gegenuͤberliegenden Kathete zur Hypotenuſe. 

Der Coſinus iſt der Verhaͤltnißexponent der dem Win— 
kel anliegenden Kathete zur Hypotenuſe. 

Die Tangente iſt der Verhaͤltnißexponent der gegen⸗ 
uͤberliegenden Kathete zur anliegenden. 
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Die Cotangente iſt der Verhaͤltnißexponent der anlie— 
genden Kathete zur gegenuͤberliegenden. 

Die Sebante iſt der Verhaͤltnißexponent der Hypote— 
nuſe zur anliegenden Kathete. 

Die Coſecante iſt der Verhaͤltnißerponent der Hypo— 
tenuſe zur gegenuͤberliegenden Kathete. 

Indem wir uns irgend ein rechtwinkliges Dreieck ABC 
vorſtellen, und ſetzen die Hypotenuſe AB — c, die Katheten 
AC = b, CB Sa, konnen wir alſo für die Functionen 
des darin enthaltenen ſpitzen Winkels A die Definitions— 
gleichungen aufſtellen 


sin A 2 —, cos A = . 
c c 
a b 

ig & 7 cot A = * 

sec A 2 , cosec A — -—. 
b a 


Anm. Von den beiden nunmehr aufgeftellten Erklaͤrungen der 
Winkelfunctionen, welche jedoch nach der in dieſem $. gemachten Ablei— 
tung innig zuſammenhaͤngen, ſo verſchieden ſie auch in der aͤußeren Form 
ſeyn moͤgen, hat jede ihre befonderen Vortheile. Die frühere Erklaͤrung, 
aus den am Kreiſe conſtruirten Linien, hat hauptſaͤchlich den Vorzug, 
oft mit Nutzen gebraucht werden zu koͤnnen, um verſchiedene Saͤtze ans 
ſchaulich zu machen. Die neue Erklaͤrung, die ſich nur aufs rechtwink— 
lige Dreieck ſtuͤtzt, hat den Vorzug der Einfachheit; dann wird fie ſpaͤ— 
ter die Anwendung der Winkelfunctionen zu Berechnungen erleichtern; 
endlich zeigt ſie, daß nicht mehr als gerade 6 Winkelfunctionen moͤglich 
find, und giebt deutlich die Zweckmaͤßigkeit der Einführung gerade dieſer 
6 Winkelfunctionen in die Wiſſenſchaft zu erkennen. Es koͤnnen ja wirk— 
lich aus den Seiten eines rechtwinkl⸗ Dr., indem man je zwei und zwei 
mit einander vergleicht, nicht mehr als 6 Verhaͤltnißexponenten hergelei— 
tet werden. 

Um den Zuſammenhang zwiſchen beiden Erflärungsarten noch beſ— 
ſer aufzufaſſen, achte man darauf, daß jedes der drei aͤhnlichen Dreiecke 
ABC, AFM, GAN, (Fig. 17) zur Darſtellung zweier Functionen dient; 


http://rcin.org.pl 


I. Die goniometriſchen Functionen. 77 


und zwar ABC, worin die Hypotenuſe den Radius bildet, zur Dar⸗ 
ſtellung des Sinus und des Coſinus, welche die Verhaͤltniſſe der Kathe— 
ten zur Hypotenuſe ausdrucken; AFM, worin der Radius die am 
Winkel A = MAF anliegende Kathete bildet, zur Darſtellung der 
Tangente und Secante, durch welche die Verhaͤltniſſe der andern Seiten 
zur anliegenden Kathete beſtimmt werden; endlich & AN, deſſen 
dem Winkel A = NGA gegenuͤberliegende Kathete der Radius 
iſt, zur Darſtellung der Cotangente und Epiecante, welche Functionen 
die Verhaͤltniſſe der andern Seiten zu der dem Winkel gegenuͤberlie— 
genden Kathete beſtimmen. 

Obgleich nach der in dieſem §. gegebenen Erklaͤrung nur unfre 
6 Winkelfunctionen möglich find, fo findet man doch zuweilen außerdem 
noch zwei erwaͤhnt, naͤmlich den Sinus versus und den Cosinus versus 
eines Winkels. Dieſe ſind aber ganz eigenthuͤmlicher Art. Als Linien 
betrachtet bedeutet der Sinus versus die Linie CM, der Cosinus versus 
die Linie DN. Es iſt daher Sinus versus A = R Cos A, Cosinus 
versus A = R — Sin A. Für den Radius — 1 hat man folglich 
sin, v. An 1 — eos A, cos, v. Ag 1 — sin A. Wir werden uns im 
Folgenden ſtatt dieſer ziemlich uͤberfluͤſſigen Functionen dieſer Differenzen 
1 — cos A, 1 — in A bedienen koͤnnen. 


* * * 


8.393. Es ſoll jetzt die Anwendung der Winkelfunctio⸗ 
nen zu Berechnungen, welche das rechtwinklige Dreieck betref— 
fen, gezeigt werden. Dabei kann man ſich entweder der tri⸗ 
gonometriſchen Linien Sinus, Cosinus u. ſ. w. oder der blo⸗ 
ßen Zahlen sinus, cosinus u. ſ. w. bedienen. 

Aufgabe I. Von einem rechtwinkl. Dreiecke A’B’C” 
(Fig. 18.) iſt die Hypotenuſe A’B’— c und der Winkel 
C’A'B’— A gegeben. Man ſoll die gegenuͤberliegende Ka⸗ 
thete C’B’— a, und die anliegende A’C’— b berechnen. 

Erſte Methode. Es iſt Dr. A CB“ ACB (Fig. 17), 
wenn L XAY = C’A’B”, Daher 
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AB : CB — AB“: CB 
oder R : Sin A = 8 
8 . Sin A 
folglich ı = U 
„Derne s M e 
oder renn „ 
daher b; ee (15) 
Zweite Methode. Nach vorigem $. hat man 
5 
sin A = 5 = — alſo a=c.snA (I) 
51 
cos A — Ar == * ao b=c.cosA (2) 


8. 394. Um die Formeln (I) und (II) anwenden zu 
koͤnnen, wäre es nöthig, eine Tabelle zu befigen, aus wel: 
cher man den Werth von Sin AX und Cos A für den gegebe— 
nen Winkel A und den zu Grunde gelegten Werth von R 
entnehmen koͤnnte. Sollen die Formeln (I) u. (2) angewandt 
werden, fo müßte man eine ſolche Tabelle für R haben, 
fo daß fie die Werthe der Zahlen sin A, cos & enthielte. 
Eine Tabelle dieſer letzten Art iſt am Schluſſe dieſes Bandes 
angehängt; in ihr find aber nur die Winkel von 0° bis 90° 
durch die ganzen Grade hindurch mit den zugehörigen Fune— 
tlonen aufgeſtellt, und dieſe Functionen in Decimalbruͤchen 
ausgedruͤckt, welche ſich aber den wahren Werthen meiſtens 
nur naͤhern, indem dieſe Functionen mit wenigen Ausnahmen 
irrational ſind. 

Es ſey nun z. B. gegeben = 71,408 und ZA g= 37, 
fo findet man, um nach (1) und (2) aus vorigem F. zu rech⸗ 
nen, in der Tabelle 

sin 37 0,6018 cos 3 7 0,7986 
daher a 71,408 Xx 0,6018 = 42,973. 
b= 71,408 x 0,7986 = 57,026.. 
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In einer Tabelle, welche die trigonometriſchen Linien 
fuͤr R = 10000 aufſtellte, müßte ſich finden Sin 37’—6018 
und Cos37°— 7986. Dann hätte man aus den Formeln 
(I) und (ID) 

2 74408 x 6018 b — 71,408 N 7986 

8 10000 N FF 10000 ’ 
dies würde ganz mit den eben aus (1) und (2) entwickelten 
Werthen uͤbereinſtimmen. 

F. 395. Zur Erleichterung trigonometriſcher Rechnungen 
kann man ſich der Brig giſchen Logarithmen bedienen, 
beſonders, wenn man, außer einer gewoͤhnlichen Tabelle fuͤr 
die Logarithmen der Zahlen, noch eine Tabelle beſitzt, welche 
unmittelbar die Logarithmen der Winkelfunctionen fuͤr gege— 
bene Windel angiebt. Am Ende dieſes Bandes befindet ſich 
auch eine ſolche Tabelle, ebenfalls fuͤr die Functionen der 
Winkel von 0° bis 90° durch die ganzen Grade hindurch. Es 
ſollte ſich in derſelben finden 

log. sin 37% = log. 0,6018 = 0,7795 — 1. 
Statt deſſen findet ſich aber 

log. sin. 37°= 9,7795, 
alſo +9 ſtatt der Kennziffer — 1. Man kann dieſe Abwei⸗ 
chung auf doppelte Art betrachten. Naͤmlich 

1) Es ift 9, 7795 der Brigg. Log. von 6018000000, d. h. 
von 10 K 0,6018 oder von 10 K sin. 37“. Man kann 
aber dieſes Product als Sin 37° betrachten; dann iſt 

Sn 37°= R. ein 37°= 10°°x sin 37° 
alfo R = 10'°= 10 000 000 000. 

Es iſt alfo fo gut, als enthielte die Tabelle die Loga⸗ 
rithmen der trigonometriſchen Linien für den Radius R — 
zehntauſend Millionen. Bei der Anwendung von (I) koͤnnte 
man nun ſo rechnen 
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log d —= 1,8537 
log Sn A = 9,7795 
log.cSnA = 11,6332 
logR = 10,0000 
log a = 1,6332. 


Hiezu findet ſich aus den Logarithmentafeln ungefaͤhr , 
fo wie in §. 394. 

2) Viel einfacher iſt es aber, die Logarithmen in der 
Tabelle als die Logarithmen der Winkelfunctionen für R—1 
anzuſehen, ſich zu merken, daß die negativen Kennziffern — 1, 
— 2, ... durch die um 10 höheren Zahlen 9, 8... erſetzt 
ſind, und, wo ſich ein ſolcher Logarithme mit einer ſolchen 
veränderten Kennziffer in die Rechnung einmiſcht, hierauf ge— 
hoͤrig Ruͤckſicht zu nehmen. Hiernach wuͤrde man obige Rech⸗ 
nung nur fo ſchreiben: 

loge = 1,8537 
log sin A = 9,7795 
loga = 1,6332 
indem man ſtatt 11 nur ſetzte 1. 

Anm. Ehemals nannte man in trigonometriſchen Rechnungen 

den Radius auch wobl Sinus totus, und ſchrieb daher 
log Sin, tot, — 10,0000. 
Dieſer Gebrauch iſt aber jetzt ganz veraltet, 

$. 396. Es fällt aus den durchgerechneten Beispielen 
in die Augen, daß die Annahme R = 1, oder alſo die An: 
ſicht der Winkelfunctionen als bloßer Verhaͤltnißexponenten für 
die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, verbunden mit dem 
unter 2. im vorigen $. gezeigten Verfahren, die Rechnungen 
einfacher macht, als die Annahme eines andern Radius, und 
und das unter 1. im vorigen $. gezeigte Verfahren. Des⸗ 
halb ſoll im Folgenden in allen Formeln R=1 geſetzt ſeyn. 
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Uebrigens iſt es leicht, aus einer Formel, worin ſich 
Sin., Cos. u. ſ. w. nebſt R finden, eine andre abzuleiten, 
welche sin., cos. u. ſ. w. und kein R enthält, fo wie umge⸗ 
kehrt. Zu dieſem Ende dienen die Gleichungen aus $. 391, 


nämlich ein A. = , Sin A S R. ein A 
u. ſ. w. 
Soll z. B. die Formel aus $. 393, 

c. Sin 

R 5 
umgewandelt werden, fo muß man ſtatt Sin A fubftituiren 
R. sin A; dann kommt 

en o. Sin A 2 c. R. ein A 
a R 

Wäre umgekehrt dieſe, a = c. sin A gegeben, fo müßte man 


4 2 


=. c.mÄ,. 


ftatt sin A fegen —— nn und fände fo 
1 2 . . Ban ei 3 


Anm. Die Verwandlung einer Formel mit R in eine ohne R 
wird noch einfacher durch folgende Betrachtung. Eine ſolche Formel mit 
R gilt offenbar, wenn man unter R, Sin A u. ſ. w. die Zahlenausdruͤcke 
der Linien in Bezug auf irgend eine Einheit verſtehet. Man nehme nun 
an, dieſe Einheit ſey dem Radius gleich, ſo iſt der Zahlenwerth des 
Radius = 1, und die Zahlenwerthe von Sin. Cos. u. ſ. w. gehen in 
sin., cos. u. ſ. w. über. Daher die Regel: Man ſchreibe ſtatt R, Sin., 
Cos. u. ſ. w. durchgaͤngig 1, sin, cos u. ſ. w., fo gehet die Formel 
mit R in eine ohne R über. 


Sin A 
Aus a = — z. B. entſtehet auf dieſe Weiſe 


c. sin A x 
4 2 — C. in A. 


$. 397. Nun koͤnnen noch folgende Aufgaben, die ſich 
auf das rechtwinklige Dreieck ABC, worin C— R, bezie⸗ 
hen, und ſich der in §. 393 behandelten Aufgabe anſchließen, 
geloͤſet werden: 
Geometrie Thl. II. 6 
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Aufgabe II. Gegeben der W. A (alſo auch B) 
und eine Kathete, etwa 40 b; geſucht die beiden andern 
Seiten. 


b a 
Da cos A — ITB ſo iſt o = N 
a — 
Da 1g A C = en b fo ift a —b.tgA. 


Aufgabe 111. Gegeben AB Sc und CB Saz; 
geſucht der W. A. 
CB a 


Es iſt sin A = = 


Aufgade IV. Gegeben die Hypotenuſe AB = e 


und eine Kathete AG = b; geſucht der W. A. 
RE Sach 


Man hat cos A A = 1 


Aufgabe V. Gegeben die Katheten AC b, CBS Da; 
geſucht der Winkel A. 
} CB a 
Es iſt W ic "Tv 
Zahlenbeiſpiel für Aufg. III. 
Es ſey a — 45,07 und e — 72,49. Man findet 
a 45,07 
2 72,40 8 9.8. 
Dieſer Quotient ſoll sin A ſeyn. Nun findet man 
ein 380 — 0,6157 
sin 390 — 0,6293, 
Zwiſchen dieſen Zahlen liegt der gefundne Quotient; daher laͤßt ſich 
ſchließen, A ſey ein Winkel zwiſchen 38 und 89 Grad. 


* * * 
8. 398. Wenn zwei Winfel A und B ſich zu R oder 


90° ergänzen, alſo Complementwinkel find, fo gelten 
folgende Gleichungen 


Http rein. org. pl 


1. Die goniometriſchen Functionen. 83 


sin A = cos B und cos A = sinB, 
tg A = cotB und cot A = tg B. 
sec A S osec B und cosec A — sec B. 


Daher kann man auch ſchreiben 
sin A = cos (R—A) und cos A = sin (R—A) 
tg A = co (R—A) und cot XA = ig (R— ) 
sec A St cosec (R- A) und cosec A = sec (NA). 
Erſter Beweis. Man kann A und B als die ſpitzen Winkel 
eines bei C rechtwinkligen Dreiecks betrachten. Dann iſt eine Kathete 
AC, oder CB, welche einem der W. A und B’anliegt, immer für den 


CB x 
andern Winkel die gegenuͤberliegende, und der Quotient AB > B., wel 


cher für A der Sinus iſt, iſt für B der Coſinus, fo daß sin A= cos. 
Auf Ähnliche Art entſtehen die übrigen Gleichungen. 

Zweiter Beweis. Am Quadranten MAN (Fig. 19) ſey W. 
MAB = A. und auch W. DAN — A, fo daß Mb A = R, oder 
MAb das Complement von A ſey. Dann ſeyen, wie für MAB die 
Dreiecke Ach, AMF, GNA, fo für MAb die Dr. Ach, AMf, gNA 
conſtruirt. Man wird dann finden 

AACB=beA, AAM S ANg, AAN Auf, 


und folglich . 
CB Ac, ME = Ng. NGN. 
ech. AF — Ag, AG —Af, 


Dieſes giebt Gleichungen, der Art wie 

Sm A = Co (R—A) 
woraus man aber, nach F. 396, leicht herleitet 

ein A — cos (R — A) u. ſ. w. 

Anm. 1. Dieſe Beziehungen zwiſchen den Functionen koͤnnen die 
Complement-Beziehungen genannt werden, und enthalten den 
Grund der Benennungen Coſinus, Cotangente, Coſecante. Es 
iſt z. V. Cosinus fo viel wie Complementi Sinus, abgekürzt Co. Sinus, 

Anm. 2. Man kann zwei Complementwe el auch durch 450. 
und 450 — ꝙ ausdrucken, und hat demgemaͤß 

ein (45 F- ꝙ) — cos (450— ꝙ) 
cos (45 F- ) — an (45%— ꝙp) u. ſ. w. 
6° 
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g. 399. Fur den arithmetiſchen Zuſammenhang der 
Functionen eines Winkels gelten folgende, ganz einfach aus 
den Definitionsgleichungen derſelben (F. 392) abzuleitende 
Gleichungen 

(1) sin A x cosec A 1 * 
(2) cos A X sec A = . atfo | ==]; 
G8) ig A x cot A 12 2. ale ‚= 1. 

Es iſt demnach die Coſecante das Reciproke des Si⸗ 
nus, die Secante das des Coſinus, die Cotangente das der 
Tangente. Wir wollen dieſe Beziehungen der Functionen deſ— 
ſelben Winkels mit dem Namen des Multiplicationsge⸗ 
genſatzes oder der Neciprocität der Functionen 1:4 
nen. Man kann, in, vermöge dieſer Beziehungen, wo z. B. mit 
der Secante multiplicirt werden ſoll, mit dem Coſinus dividi— 
ren, und. überhaupt in den Formeln die Cotangenten, Se- 
canten und Coſecanten ganz vermeiden, indem man ſtatt cot x 
ſetzt A u. dgl. In den trigonometriſchen Tafeln ſind da⸗ 
her die Secanten und Coſecanten als überflüffig weggelaſſen; 
die Cotangenten hat man jedoch fuͤr gut befunden, in diefelz 
ben mit aufzunehmen. 

Aus der Reciprocitaͤt der Functionen entſpringt der [Ad⸗ 
ditions⸗] Gegenſatz ihrer Logarithmen. Es iſt 

log sin A & logeos«A = 0 
log cos A + log sec A = 0 
log ig A + log cot A = 0. 

Anm. Für die trigonometriſchen Linien hat man die entſprechen⸗ 

den Saͤtze 


2, ao] =1. 


45 N 


Sin A. Cosec A — 
CoA: See A = R“, 
Tg A. Cot A 
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ſich folgende Gleichungen 


I. Die geniometrifchen Functionen. 55 


Man beweifet dieſe Satze aus den aͤbnlichen Dreiecken ABC, 


ATM, GAN (Zig. 17). 2. B. aus AABC oo GAN folgt 


AN AG 


CB + AB 5 
R : CoscA 


Ill 


F. 400. Mittelſt des Pythagoriſchen Satzes ergeben 


sin A ＋ cos A?=1, 
scA?= 1-+ gA?, 
cosec A 1-+ cot A“. ) 
Erſter Beweis. Es iſt unter Anwendung von F. 302 


— 5 


in 2 b? 
sin A2 ＋ cosA? — + (#) = —: —4— — — 25 — 
52 2 2 
1 ＋ ig A= 1 (+) = = en 55 = sec A? 


2 52 2 
I A cotA l= 1 (2 = = —.— = = —cosec A?. 


Zweiter Beweis. Für die Fig. 17 conſtruirten trigonometri, 


ſchen Linien findet man 


Ch ＋ AC = AB? d. b. Sin 42 ＋ CA? Rs, 
AM ＋E Mr = AP d. b. R + Tg A m Secat, 
AN ＋ NO AG? d. b. R ＋ CotA?— Cosec A: 


und daher, indem man R — 1 ſetzt, die obigen Gleichungen. 


Zuſatz. Man hat daher auch unter andern 
co A—yi—mA — = mA), 
a A VT — Ver aAG ci), 
dec A 1 ig A2, 
cosec A I cot. 


) In dieſen Gl. bedeutet sin A? u. ſ. w. fo viel, wie (sin A) 2 u. ſ. w, 
nicht aber sin (2, worunter man ſich aber auch kaum etwas 
wuͤrde denken koͤnnen. Die Bezeichnung, welche jetzt die Franzö— g 
ſiſchen Mathematiker anwenden, naͤmlich sin? A u. ſ. w., it uicht N 
ganz paſſend. 1 
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$. 401. Ferner gelten die Gleichungen 


in A 
N co ?’ 
„ 
ee ee 
Erſter Beweis. Nach den Definitionen von $. 392 ik 
sin A . N 
0b. A N 
FFF 
T 
. f 1 
Doch folgt die zweite Gleichung auch aus der erſten mittelſt cot A = 
Zweiter Beweis. Fig. 17, it A AMF e Ach daher 
AC CB S A ME 
d. h. Cos A: Sin A R : TgA 
+ ı_ R. Sin 4 
folglich 284 — ch 


Hier R ! geſetzt, entſtehet die erſte Gleichung. Die zweite folgt auf 
Ähnliche Art aus der Proportion C: AC — AN: NG. 
Anm. Andre Gleichungen, z. B. 


sec A fir cosecA 
cos ec A AZ dec A 


ſind als einfache Folgerungen der aufgeſtellten anzuſehen, und weniger 
wichtig. 

§. 402. Die Saͤtze der drei letzten §§. enthalten Mits 
tel zur Aufloſung der Aufgabe: Aus dem gegebenen Zahlen— 
werthe einer Function die Werthe der andern 3 deſ— 
ſelben Winkels zu berechnen. 

I. Iſt gegeben sin A ſo hat man 


ig A 


cosec A — — 1 (6.399) 
cos A V sin = ( 400) 
1 I x 
scA=o, = vizam (839) 
et sin A ** I RA 
gA= Fr an 40) 
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2 a Yi — ein N 
cot A — Tr — N (5899) 


Iſt cos A gegeben, ſo werden die uͤbrigen Functionen 
durch ganz aͤhnliche Formeln beſtimmt, welche man aus die— 
fen auch bekommt, wenn man sm A mit cos A, tg & mit 
cot A, sec A mit cosce A umtauſcht. 

Iſt gegeben ig A, fo iſt 


cot A a (65.399) 
sec A I ＋ ig A“ ü (. 400) 
cos A = nn * > Ver (F. 399) 
zin A == tg A. BE =yi ul ($- 401) 
cosec A — -. er et (5.399) 


Die Formeln für den Fall der gegebenen Cotangente be; 
kommt man aus dieſen, wenn man allenthalben sin u. cos, 
ig u. cot, sc u. cosec umtauſcht. N 

III. Iſt sec A gegeben, fo iſt 


1 1 
cos A = (5-399) 
ig A= Vece — 1 (8. 400) 

1 

cot A = D ($. 399) 
ein A — ig A. A= —! . 401) 

1 sec A r 
cosec A —— TERN = Te ee | (8. 399) 


Zur Beſtimmung der uͤbrigen Functionen aus cosecA, 
dienen Formeln, welche man aus dieſen durch Umtauſchung 
von sin mit cos, ig mit cot, sec mit cosec bekommt. 


* 5 * 


GABINET MATEMATYCZNY 
" Vowarzystwa haukomago“ Warszawskiera 
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$. 403. Es mögen jetzt für einige Winkel die Werthe 
der Functionen abgeleitet werden. 

I. In Fig. 17. muͤßten, bei einem ſehr kleinen Winkel 
A, die Punkte B, C, F 8ſehr nahe bei M liegen. Für A=0° 
müßten dieſe Punkte zuſammenfallen, und CB MF — 0, 
AC = AF = AM = R ſeyn. Daher ergiebt fich 

in =, CET te o, =. 

Uebrigens ergeben ſich auch aus einem dieſer Werthe ſchon 
die übrigen mittelſt der Gleichungen von $. 402. Auch fin⸗ 
det man leicht 


1 1. — 
2 — — —— 
al = = S 
1 1 
2 — — —— 
cosec 0 = = 7m 


Dieſe Werthe ergeben ſich aber auch aus Betrachtung der Fi— 
gur, wo fir MAB — 0? die Beruͤhrende an N mit AB 
parallel it, der Schnittpunkt G eigentlich gar nicht exiſtirt, 
oder in unendlicher Entfernung liegt, alſo NG und AG un: 
endlich groß ſind. 

11. Durch die Complement-Beziehungen ($. 398), aber 
auch unmittelbar aus Betrachtung der Figur, findet man nun 
sin 90 = cos O == I, cos 90 sin 0 0, 

. Seto es, CEO N 
sec 90 — cosec0°= o, cosec90° sec 0 = 1. 
III. In Fig. 20. ſey AABD gleichſeitig, und ZBAD 
8 AC halbirt, fo it & ABC bei Crechtwinklig, und BAC 
1 RS 30. Dann findet man sin CAB = 2581. alſo 
sin 30 = 3 — 0,5 
daher (5.402) cosec 30 =—2 
cos 30 = Vi—i = 27/3 —= 0,86602... 
sec 30 = 3V3 = 1, 15470. 
tg 30° = 4V3 = 0,5773... 
cot 30 = Y3 = 1,73205... 
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IV. Hiedurch hat man zugleich die Werthe der Func⸗ 
tionen von 60°, als des Complements von 30°. 

V. Es ſey ACB (Fig. 21) ein gleichſchenkliges recht: 
winkliges Dreieck, fo daß CAB = CBA = 45, fo hat 


man ig CAB = ig R = 2 I, alſo 
ig 45 cot 45% 1 . 
sec 45° —cosec45° e = 1,41421... 
310 499,25 „co 45° =: VE 23 0,78740;,. 
$. 404. Waͤhrend ein Winkel, vom Anfangswerthe 0° 
ausgehend, waͤchſt, und endlich in 90° uͤbergehet, findet mit 
ſeinen Functionen Folgendes Statt: 
1) Die Sinus durchlaufen wachſend alle Zahlenwerthe 
von 0 bis 1. 
2) Die Coſinus durchlaufen abnehmend dieſelben Zah— 
len in umgekehrter Ordnung, von 1 bis 0. 0 
Sowohl die Sinus als die Coſinus find für ſpitze Wins 
kel aͤchte Brüche, und ihre Logarithmen negativ. 
3) Die Tangenten durchlaufen alle Werthe von 0 bis oo. 
4) Die Cotangenten durchlaufen dieſelben Werthe von 
o bis 0. 1 
Bei 45° findet ſowohl für Tangente als Cotangente der 
Uebergang aus den aͤchten Bruͤchen zu den unaͤchten, oder 
umgekehrt, Statt. Die Logarithmen dieſer Functionen ſind 
theils poſitiv, theils negativ. 
5) Die Secante gehet durch alle Werthe von 1 bis oo. 
6) Die Coſecante gehet durch alle Werthe von os bis 1. 
Die Secanten und Coſecanten ſind nie kleiner als 1, 
ihre Logarithmen nie negativ. 
§. 405. Es iſt hier der Ort, Einiges über die Eins 
richtung und den Gebrauch der trigonometriſchen Tafeln zu 
ſagen. 
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I. Am meiſten werden in den Anwendungen der Go— 
niometrie die Logarithmen der Functionen gebraucht. Daher 
enthalten viele Tafeln nur dieſe Logarithmen, die man auch 
wohl kuͤnſtliche Sinus u. ſ. w. nennt, nicht die Zahlwerthe 
der Functionen ſelbſt, die auch natürliche Sinus u. ſ. w. 
genannt werden. Am gewoͤhnlichſten werden dieſe Logarith— 
men bis auf 7 oder auch nur 1 5 Decimal- Bruchftellen 
angegeben. 

II. Schon 8. 395 iſt 5 0 daß in den Tafeln die 
negativen Kennziffern — 1, — 2 u. ſ. w. durch 9, 8 u. ſ. w. 
erſetzt find. Einige geben auch ſtatt der Kennziffern 0, 1..., 
bei poſitiven Logarithmen, die Zahlen 10, 11. .; andre thun 
dies nicht. Bei gehoͤriger Aufmerkſamkeit kann dies keine 
fehlerhafte Rechnung veranlaſſen. 

III. Die meiſten Tafeln enthalten eigentlich nur die 
Sinus und Tangenten für die Winkel von 0° bis 90°. Die 
Sinus und Tangenten ſind aber, wegen §. 398, zugleich als 
Coſinus und als Cotangenten aufgeführt, und zwar mittelſt 
doppelter Columnentitel, einem oberen und einem unteren. 
3. B. der Werth, welcher nach dem oberen Columnentitel 
den log. sin 2010 darſtellt, erſcheint nach dem unteren als 
log. cos 69 50. 

Die Cotangenten ſind zwar mit den Tangenten reciprok, 
und hätten daher, fo gut wie die Sccanten und Coſecanten 
(J. 399), in den Tafeln weggelaſſen werden koͤnnen, fie ſte⸗ 
hen aber doch darin, indem ſie, nach der eben gemachten 
Bemerkung, durch die Tangenten der W. 0° bis 90° ſchon 
gegeben find. Hätte man auf die Reciprocität der Tangen— 
ten und Cotangenten eine Abkuͤrzung gruͤnden wollen, ſo haͤtte 
man nur der Tangenten von 0° bis 45° bedurft, da z. B. 


138 50 1 40 
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IV. Bei den Sinus und Tangenten wachſen die Loga— 
rithmen, ſo wie die Functionen ſelbſt, zugleich mit den Win⸗ 
keln. Dies iſt jedoch bei den Logarithmen der Sinus durch; 
gaͤngig, und auch bei denen der Tangenten von 0° bis 45°, 
eigentlich nur ſcheinbar. Hier ſind naͤmlich die Zahlen aͤchte 
Brüche, die ſich der 1 nähern; die Logarithmen find alfo ne; 
gativ und naͤhern ſich der 0, nehmen alſo in Hinſicht der 
bloßen Quantität eigentlich ab; da aber dieſe negativen Loga— 
rithmen mittelſt poſitiver Mantiſſen ausgedruͤckt und die nega— 
tiven Kennziffern durch poſitive Zahlen, welche um 10 hoͤher 
ſind, erſetzt werden, ſo erſcheint das Annaͤhern der negativen 
Logarithmen an 0, als ein Annaͤhern kleinerer poſitiver Zah: 
len an die größere 10, alſo als ein Wachſen. 

Bei den Coſinus und Cotangenten nehmen die Logarith: 
men ab, waͤhrend die Winkel wachſen. 

V. Die Logarithmen der Tangenten und der Cotan⸗ 
genten deſſelben Winkels geben immer die Summe 0 (f. 399), 
oder dafuͤr, wegen der geaͤnderten Kennziffern, die Summe 
10 (in manchen Tafeln 20). Um wie viel alſo, beim Macs 
ſen eines Winkels, der Logarithme der Tangente zunimmt, 
um eben fo viel muß der Logarithme der Cotangente ab: 
nehmen. h 

VI. Wegen $. 401 hat man 

log ig A = log sin A — log cos A. 
Dieſer Gleichung gemaͤß kann jede Zahl der Tangentencolumne 
aus den zugehoͤrigen Zahlen der Sinus- und Coſinuscolumne 
abgeleitet werden. 

VII. Die Logarithmen der Functionen ſolcher Winkel, 
welche nicht in den Tafeln aufgefuͤhrt ſind, werden durch 
Interpoliren (Einſchalten) beſtimmt. Dabei liegt der Satz 
zu Grunde: Bei geringen Aendrungen (Incrementen) eines 
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Winkels verhalten ſich die Aendrungen einer zugehoͤrigen 
Function, und auch die Aendrungen des Logarithmen dieſer 
Function, ziemlich genau, wie die Aendrungen des Winkels 
ſelbſt. — Die Aendrung einer Groͤße bezeichnet hier die Dif— 
ferenz zwiſchen zwei verſchiedenen Zuſtaͤnden einer veraͤnderlich 
gedachten Groͤße, oder alſo uͤberhaupt nur die Differenz zweier 
gleichartigen Größen. . 

Es bezeichne z. B. A irgend einen Winkel, B einen 
nur um Weniges größeren, alſo daß etwa B — & 1 Mi- 
nute. Beide Winkel moͤgen in den Tafeln unmittelbar neben 
einander aufgeführt ſeyn. M ſey ein zwiſchen ihnen enthalte 
ner Winkel (d. h. groͤßer als A, kleiner als B), der ſich 
nicht in den Tafeln findet. Man bezeichne 

log sin A, log sin M, log sin B 
nach der Reihe mit 
| a, m, b. 
Dann gilt nach obigem Satze 
B-A : MAS b— a: m- a 

und auch B — A: B -M b— a: b — m,, 
woher entweder 


m S aA (m- a) =a+ r G 


oder m = b ( m) =b— ji G-). 


Es ſey B — A 1 2 60% M- A d Secunden, 
und b— a — , fo hat man 


m S 2 1 24d. &. 


VIII. Wenn fuͤr einen Logarithmen einer Function, 
den man nicht genau in den Tafeln findet, der zugehörige 
Winkel beſtimmt werden ſoll, fo iſt ein Interpoliren noͤthig, 
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welches dem in VII. erlaͤuterten gewiſſermaßen entgegenge⸗ 
ſetzt iſt. Man hat dazu die Formeln 
m— 
M = AOT -A) = ATE (B-4A) 


oder M= BGG -N) = B= -) 


* * . 6 = Ad 3 


IX. Vei ſehr kleinen Winkeln, die immer um 1 Mi⸗ 
nute wachſen, haben in den Tafeln die Logarithmen der Si— 
nus und Tangenten ſehr bedeutende und ſich raſch aͤndernde 
Differenzen; daher iſt bei denſelben das Interpoliren, nach 
der in VII und VIII gezeigten Methode, ſehr unſicher, 
weil die zu Grunde liegende Proportion zu weit von der 
Wahrheit abweicht. Wie man ſich in einem ſolchen Falle zu 
helfen hat, kann hier nicht gelehrt werden. 

X. Wird ein Winkel, von welchem der Logarithme 
einer Function gegeben iſt, aus den Tafeln beftimmt, fo rich⸗ 
tet ſich die Genauigkeit, in welcher man denſelben erhaͤlt, 
gar ſehr nach der Differenz, welche zwiſchen den benachbars 
ten Logarithmen in den Tafeln Statt findet. Je größer dieſe 
Differenz iſt, deſto groͤßer iſt die erreichbare Genauigkeit. 

Hat man z. B. log sin x 9, 02247 und weiß, daß 
in dieſem Logarithmen die letzte Ziffer nicht kleiner als ö und 
nicht groͤßer als 8 ſeyn kann, alſo daß der Fehler des Log. 
nicht 0,00001 uͤberſteigen kann, fo koͤnnte man gewiß ſeyn, 
daß der Winkel, welchen man findet, naͤmlich 

* N or vr 
nicht um mehr als ? Secunde falſch wäre, indem die Diffe— 
renz von log sin 6 2 und log sin 6° 3’ ſich S 120 (eigent⸗ 
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lich 0,00 120) findet, fo daß Aendrung des Logarithmen um 
0,0000 1 nur Aendrung des W. um 1 Ser. bewirkt, wenn 
nicht der Umſtand, daß ſelbſt die Logarithmen der Tafeln, 
naͤmlich 8 
log sin 62“ — 9,02163 
log sin 6°3° = 9, 02283 
um 0, 000005 unzuverlaͤſſig find, die Unſicherheit noch um 
4 Sec. vergroͤßerte. 

Bei log cos x 9, 98957 würde dagegen der ſich ers 
gebende Winkel x = 1230 20“ überaus unſicher ſeyn, weil 
log cos 1230 9, 98958 

und log cos 12531 = 9,98955 
nur die Differenz 3 geben. Das Schwanken des gegebenen 
Logar. zwiſchen 9, 98958 und 9, 98956 wuͤrde ein Schwan: 
ken des Winkels zwiſchen 12530“ und 12 3040“ bewirken. 
Kleine Winkel werden daher durch die Coſinus, ſolche, 
die nahe an 90° kommen, durch die Sinus mit geringer Ge: 
nauigkeit beſtimmt. Beſtimmungen unbekannter Winkel durch 
die Tangenten oder Cotangenten haben in dieſer Hinſicht einen 
bedeutenden Vorzug, denn ſie leiden nicht an dieſer aus der 
Kleinheit der Differenzen entſpringenden Unvollkommenheit. 


* * * 


$. 406. Bisher iſt nur von den Functionen der Min: 
kel von 0° bis 90° die Rede geweſen. Aber auch andre 
Winkel haben ihre Functionen. Um eine Vorſtellung von 
denſelben zu erhalten, iſt die Conſtruction der trigonometri— 
ſchen Linien am Quadranten (Fig. 17) auf den ganzen Kreis 
auszudehnen. In Fig. 22 ſeyen aus den Radien AM, AN 
die Durchmeſſer MP, N gemacht, und die Beruͤhrenden 
über M und N hinaus verlängert. Außer B im erſten Quas 
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dranten ſeyen die Punkte B., B“, B“ im zweiten, dritten 
und vierten gegeben. Die dadurch hervorgehenden Winkel 
MAB, MAB', MAB“, MAB” nenne man nach der Reihe 
Winkel im Aften, 2ten, 3ten, 4ten Quadranten. Dann con⸗ 
ſtruirt man fuͤr dieſe Winkel die Sinus durch die Geraden 
AD, AD’, AD”, AD”; die Coſinus durch AC, AC, AC“, 
AC”; die Tangenten durch MF, MF, MF’, MF“; die 
Cotangenten durch NG, NG“, NG", NG”; die Secan⸗ 
ten durch AF, AF', Ag“, AF“; die Coſecanten durch 
AG, K, Ke, ACH, ’ 

$. 407. Es muß bei dieſen Conſtructionen auch auf die 
Lage der Linien geſehen werden. Dadurch wird eine An⸗ 
wendung poſitiver und negativer Zahlen veranlaßt, bei wel⸗ 
cher es übrigens am paſſendſten iſt, für den erſten Quadran⸗ 
ten, oder alſo für ſpitze Winkel, alle Functionen, wie bisher, 
als poſitive Zahlen anzunehmen. 

Was zunaͤchſt die Sinus betrifft, ſo liegen fuͤr die 
hohlen Winkel MAB, MAB’ die Sinuslinien AD, AD’ 
nach oben; bei den erhabenen Winkeln MAB“, MAB“ fie 
gen die Linien AD’, AD” nach unten. Mißt man nun 
dieſe Sinuslinien mit dem Radius, um die Sinuszahlen zu 
erhalten, ſo iſt es, da der Sinus im erſten Quadranten fuͤr 
poſitiv gelten ſoll, nothwendig, auch im zweiten Quadranten 
fuͤr die Sinus poſitive Zahlen anzunehmen; dann muß man 
aber, um an den Zahlen den Gegenſatz der Lage ſichtbar zu 
machen, die Zahlen fuͤr die Sinus der Winkel im dritten und 
vierten Quadranten als negativ anſehen. 

F. 408. Für ſpitze Winkel haben wir im $. 399 gefun⸗ 
den cosec A. Sn A 1. Dieſe Formel gilt, was bloß die 
Quantität betrifft, auch bei den Winkeln der übrigen Qua⸗ 
dranten. Fuͤr den zweiten Quadranten iſt z. B. 
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ABDA vw AGNA; 
daher AD“: AB“ AN; Ac“, 
oder Sin MAB“: R —= R: CosecMAP, 
alſo Sin MAB“. Cosec MAB! = Ra, 
folglich sin MAB“. cosec MAB! — 1. 

Zur Allgemeinheit trigonometriſcher Rechnungen wird es 
aber zweckmaͤßig ſeyn, dieſe Gleichung allenthalben auch in 
Hinſicht auf die Qualität, d. h. in Hinſicht auf + und —, 
als richtig anzuſehen. Dazu iſt aber erforderlich, daß Sinus 
und Coſecante bei jedem Winkel von uͤbereinſtimmendem Vor— 
zeichen ſind. Deshalb werden alſo die Coſecanten fuͤr die 
beiden erſten Quadranten als poſitiv, fuͤr den dritten und 
vierten als negativ angenommen werden. 

§. 409. Durch die eben angeſtellte Betrachtung wurde 
eine einfache arithmetiſche Abhaͤngigkeit des T und — der 
Coſecante vom und — der Sinus ermittelt. Zwiſchen 
dem ＋ und — dieſer beiden Functionen und dem der uͤbri— 
gen vier Functionen läßt ſich aber auf aͤhnlichem Wege aus 
früheren Formeln (S. §. 402.) kein Zuſammenhang auffinden. 
Was zunaͤchſt den Coſinus betrifft, ſo hat man 

cos A — VI —einx⸗ — Lee. 


cotec A 

Die hierin befindlichen Wurzelzeichen (eigentlich W) erlauben, 
nach bloß arithmetiſchen Gruͤnden, den Werth des Coſinus 
für jeden Winkel ſowohl als poſitiv, wie negativ, anzuſehen. 
Ganz auf gleiche Weiſe verhaͤlt es ſich mit der Tangente, der 
Cotangente und der Secante. 

$. 410. Wir muͤſſen daher die Beſchaffenheit der Co: 
ſinus in Hinſicht auf P und —, ohne Ruͤckſicht auf die des 
Sinus, urſpruͤnglich aus der Conſtruction, nach geometri— 
ſchen Gruͤnden feſtzuſtellen ſuchen. 
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Wir finden aber fuͤr den erſten und vierten Quadranten 
den Coſinus AC und AC“ mit dem Radius AM in der 
Lage uͤbereinſtimmend. Für den zweiten und dritten Quadran⸗ 
ten haben AC und AC“ die entgegengeſetzte Lage. Deshalb 
muͤſſen wir für den erſten und vierten Quadranten die Coſi— 
nus durch poſitive, fuͤr den zweiten und dritten aber durch 
negative Zahlen ausdruͤcken. 


§. 411. Wie im F. 408 eine einfache Abhängigkeit zwi⸗ 
ſchen dem T und — der Sinus und Coſecanten aufgeſtellt 
wurde, ſo kann man auch eine ſolche fuͤr Coſinus und Secante 
herleiten. 


Man findet auch fuͤr nicht ſpitze Winkel die Formel 
cos A. sec A — 1 in Hinſicht der bloßen Quantität gültig. 
Es iſt zweckmaͤßig, dieſelbe auch in Hinſicht auf + und — 
als allgemein richtig zu betrachten. Dazu iſt nothwendig, 
daß die Secanten immer daſſelbe Vorzeichen wie die Coſinus 
haben, alſo im erſten und vierten Quadranten poſitivb, im 
zweiten und dritten negativ ſind. 


§. 412. Sehen wir jetzt die Formeln 
tg A = m, cot A 
als für alle Winkel, ſelbſt in Hinſicht auf E und — als rich⸗ 
tig an, (was die Quantität betrifft, ſo koͤnnen fie für alle 
Quadranten leicht bewieſen werden), fo iſt die Beſchaffenheit 
der Tangenten und Cotangenten ſuͤr jeden Winkel leicht aus 
der Beſchaffenheit der Sinus und Coſinus zu beurtheilen. Wo 
das Vorzeichen des Sinus mit dem des Coſinus uͤbereinſtimmt, 
alſo im erſten und dritten Quadranten, da find die Tangen— 
ten und Cotangenten poſitiv; im zweiten und vierten ſind ſie 
negativ. N 
Geometrie Thl. II. 7 


cos A 
sin A 
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Die Tangenten und Cotangenten ſtimmen hienach in 
Hinſicht des E und — immer mit einander überein. Dies 
iſt auch zur allgemeinen Gültigkeit der Gleichung ig A. cot A 
— erforderlich. 

§. 413. Daß es zweckmaͤßig iſt, das T und — der 
Seca ſen und Coſecanten, der Tangenten und Cotangenten 
fo zu beſtimmen, wie es in den §. 408, 411, 412 geſchehen, 
laͤßt ſich aber auch durch Betrachtung der Conſtruction der 
trigonometriſchen Linien am Kreiſe nachweiſen. 

Die Tangenten liegen in Fig. 22. fuͤr den Iſten und 
Zten Quandranten von M aus nach oben, für den Eten und 
Aten nach unten. Die Cotangenten liegen fuͤr den Iſten 
und Zten Quadranten von N aus rechts hin, fuͤr den Aten 
und aten links hin. Es iſt daher paſſend, die Tangenten 
und Cotangenten für Winkel im Iften und Zten Quadranten 
als poſitive Zahlen anzunehmen, für Winkel im 2ten u. dten 
Quadranten aber als negative, ganz wie es im $. 412. feſt⸗ 
geſetzt iſt. 

$. 414. Die Ableitung des + und — an den Se: 
canten und Coſecanten, durch ähnliche Betrachtung der 
Conſtruction, ſcheint mißlicher. Bei jeder der vier uͤbrigen 
trigonometriſchen Linien haben wir eine unbegrenzte Gerade, 
auf welcher fie ſich jedesmal abſchneidet. Man kann dieſe 
unbegrenzten Geraden die Scalen- diefer trigonometriſchen 
Linien nennen. So find alfo die Durchmeſſer N, MP, 
und die an M und N gezogenen Beruͤhrenden nach der Reihe 
die Scalen für die Sinus, Coſinus, Tangenten, Cotangen— 
ten. Jede dieſer Functionen konnte, als Linie, in ihrer Scale 
vom Anfangspuncte (A, M oder N) aus nach zwei entge⸗ 
gengeſetzten Richtungen liegen, und hienach wurde das + 
und — beſtimmt. Nicht fo iſt es bei den Secanten und Co- 


http://rcin.org.pl 


J. Die goniometrifchen Functionen. 99 


ſecanten. Dieſe nehmen, in ihrer Darſtellung durch Linien 
wie AF und AG, für eine unendliche Menge von Winkeln 
eine unendliche Menge verſchiedener Richtungen an; man fies 
het daher nicht, wie das E und — bei ihnen Anwendung 
finden koͤnnte. 

Es laͤßt ſich aber die bisherige Art, die Secanten und 
Coſecanten am Kreiſe zu conſtruiren, ſo abaͤndern, daß auch 
fuͤr dieſe Linien Scalen erſcheinen, anf denen ſie ſich nach 
zwei entgegengeſetzten Richtungen abſchneiden, ſo daß man 
daraus das + und — beurtheilen kann. Dazu iſt nur noͤ. 
thig, am Endpuncte B des beweglichen Radius AB eine Be: 
ruͤhrende zu ziehen (Fig. 22). Dieſe ſchneide die Verlaͤnge— 

rung von MP in K, die Verlängerung von NO in L, fo 

erhält man ABK = AMF, AABL = ANG, daher 
ift die Secante A = AK, die Coſecante AG = AL. 
Man kann demnach auch AK als Secante, AL als Coſe— 
cante betrachten. Dadurch wird die unbegrenzte Gerade MP, 
die ſchon Scale der Coſinus iſt, auch Scale der Secanten, 
und N, die Scale der Sinus, wird auch Scale der Coſe— 
canten. Betrachtet man nun noch die Lage der durch Beruͤh— 
rende, die an B’, B“, B“ gezogen find, entſtandnen Secan— 
ten AK“, AK”, AK”, und Coſecanten AL“, AL”, AL”, 
fo wird man in Hinſicht des + und — ganz zu den ſchon 
in §. 408 und §. 411 aufgeſtellten Beſtimmungen geführt. 

§. 415. Iſt ein ſtumpfer Winkel nach feiner Größe ge: 
geben, ſo kennen wir nach dem Vorigen die Qualitaͤt, d. 
h. das + und —, aller feiner Functionen; ein Mittel aber, 
auch die Quantität derſelben, wenigſtens durch Aufſchlagen 
in den Tafeln kennen zu lernen, giebt der Sat: Ein ſpitzer 
und ein ſtumpfer Winkel, welche ſich zu AR ergaͤn— 
zen (alſo Supplementwinkel) haben, in Hinſicht der 

7 * 
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bloßen Quantität, gleichgroße gleichnamige Funec— 
tionen, d. h. es iſt der Sinus des einen gleich dem Sinus 
des andern, der Coſinus gleich dem Coſinus u. ſ. w. 

Dieſer Satz ergiebt ſich leicht aus der Conſtruction am Kreiſe. 
Sind in Fig. B. die Winkel MAB und MAB’ Supplement' winkel, fo 
ſind, wegen congruenter Dreiecke, die trigonometriſchen Linien des einen 
Winkels, AD, AC, MF, NG, AK, AL den gleichnamigen AD’, AC“, 
M', NG’, AK“, AlL“ des andern gleich. 

9. 416. I. Nimmt man bei dieſem Satze noch zugleich 
auf das + und — Nuͤckſicht, fo erkennt man nur an den 
Sinus und der Coſecante der beiden Supplementwinkel voͤl⸗ 
lige Gleichheit, an den uͤbrigen Functionen aber Gegen— 
ſatz. Nennt man den einen Winkel A, den andern alſo 
2R — A, ſo hat man die Gleichungen: 

sin A = sin (2R — A) 
cos A cos (2R — A) 
ig A - BAR — A) 
cot A = cot (2R — A) 
sec A = — sec (2R — A) 
cosec A — cosec (2R — A). 

Es kann in dieſen Gleichungen A eben ſowohl den ſpit en wie den 
ſtumpfen Winkel bezeichnen. 

II. Zwei Supplementwinkel tafen ſich auch durch RA 
und R— darſtellen. Dann iſt 

sin (Rg) sin (R — 9) 
cos{R + 9) =— cos (R — 9) 
ig (R ＋ 9) - ig R — 9) 
cot (R + g) = — cot (R — 9) 
sec (R ＋ g) = sec (R — 9) 
cosec (R + Y) = cosec (R — 9). 

III. Wendet man endlich auf dieſe Gleichungen noch 
die Gl. der Complementsbeziehung (F. 398) an, indem mau 
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sin (R- ), cos (R- q) u. ſ. w. durch cosp, sin p. u. ſ. 
w. erſetzt, ſo kommt a 
sin (R ＋ 9) = cos ꝙ 
cos (R 9) = - sin ꝙ 
R . 9) = - cp 
cot (R ＋ ) = — tg ꝙ 
sec (R A 9) = —cosecp 
cosec (R+ q) = sec @- 

§. 417. Die Functionen erhabener Winkel werden, auf 
eine aͤhnliche Weiſe, von den Functionen hohler Winkel durch 
den Satz abhängig gemacht: Ein hohler und ein erha— 
bener Winkel, die ſich zu AR ergänzen, (alſo zwei Im⸗ 
plementwinkel) haben, in Hinſicht der bloßen Quan— 
tität, gleiche gleichnamige Functionen. 

Die Richtigkeit dieſes Satzes erkennt man ebenfalls aus Fig. 23, 
durch Betrachtung congruenter Dreiecke. Es ſind aber dabei die zwei 
Fälle zu unterſcheiden: 1) der hohle Winkel iſt ein ſpitzer, MAB, der 
erbabene alſo ein Winkel MAB“ im vierten Quadranten; 2) der boble 
Winkel iſt ein ſtumpfer, Ma“, der erhabene alſo ein Winkel MAB“ 
im dritten Quadranten. a 5 

F. 418. I. Nimmt man nun noch auf das T und — 
Ruͤckſicht, fo findet man nur an den Coſinus und Secanten 
zweier Implementwinkel völlige Gleichheit, bei den übrigen 
Functionen aber Gegenſatz. Daher entſtehen, indem man 
den einen Winkel A, feine Ergänzung zu AR aber 4R — A 
nennt, die Gleichungen: 

sin A = — sin (4R — A) 
cos A cos (IAR — A) 
ig A=— ig (IAR — A) 


=> sec (AR — A) 
coscc A — cosec (IR — A) 
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II. Denſelben Satz kann man auch in den Gleichungen 
ausſprechen g 
sin (R ＋ q) = — sin (AR — ) 
cos (2R ＋ ) cos (2R — 9) 
g (2R ＋ 9) = — ig (RE ) 
cot (2R A- q) = — cot (2K — ) 
sec (2R ＋ 9) = sec (2R — 9) 
cosec (2R + P) = — cosec (2R — 9). 
III. Indem man endlich hierauf die Gleichungen aus 
F. 116. I. anwendet, ergiebt ſich 
sin (2R + g) = — sin 9 
cos (2R ＋ ) Y — cos p 
ig (2R ＋ ) gg 
cot (2R ＋ q) = cot ꝙ 
sec (2R ＋ q) = — sec ꝙ 
cosec (2R ＋ ) = cosec ꝙ. 
$. 419. Mittelſt der Gleichungen von F. 416 u. §. 418 
kann man nun leicht die Functionen eines jeden zwiſchen 90° 
und 360° enthaltenen Winkels auf Functionen eines ſpitzen 
zuruͤckfuͤhren, und dadurch ihre Werthe aus den Tabellen er: 
halten, obgleich dieſe Tabellen unmittelbar nur die Functio— 
nen ſpitzer Winkel enthalten. Man hat z. B. 
sin 110° = sin 70° — cos 20° 


cos 110° — cos 70˙ = — sin 20°, 
tg 110° = — tg 70° = — cot 20°, 
sin 205° = — sin 155° = — sin 25°, 
cos 205° — cos 155° = — cos 25°, 
ig 205° = — 8155 = 1g 25°. 
sin 310° = — sin 50°, 
cos 310° — cos 50°, 
tg 310° = — tg 50°, 
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F. 420. Im F. 403 find die Functionen für die Min: 
kel 0° oder OR und 90° oder R angegeben. Aehnliche 
Werthe finden ſich, durch einfache Betrachtung der Conſtruc⸗ 
tionen am Kreiſe, für die Winkel 2R, IN, IR. Die Func⸗ 
tionen von AR fallen mit denen von 0° zuſammen. Folgende 
Tabelle giebt eine Ueberſicht der Funetionen von OR, IR, 
2R, IR, IR und zugleich von dem + und — der Func⸗ 
tionen in den verſchiedenen Quadranten. 


OR iſter 


! | 2ter | 3ter | | ter 
oder Qua- IR Qua- 2R 


Qua- 3R Qua⸗ 


AN drant |drant | drant | drant 
| ! 


sin 91x 1 * l 
cos 1 * 0 | — 1 0 
18 1 0 e — 19 


An m. Bei allen Functionen finden bier Uebergaͤnge aus dem 
Poſitiven ins Negative, oder aus dem Negativen ins Poſitive Statt. 
Die Uebergangswerthe find bei den Sinus und Coſinus nur 0; bei den 
Secanten und Coſecanten nur OO; bei den Tangenten und Cotangenten 
ſowohl 0 als ©. Wie O einen ſolchen Uebergang machen koͤnne, läßt 
ſich auf doppelte Weiſe erläutern. Dabei wird ſich finden, es ſey hier 
gleichgültig, ob man os oder — 0 denke, eben fo, wie es einerlei 
it, ob man — 0 oder —0 ſchreibt. Nämlich 

1) In Hinſicht auf die Conſtruction der Functionen am Kreiſe 
wird bei 900 der ſich drehende Schenkel AB parallel mit der Berühren: 
den an M, der Schnittpunkt F, der bisher über M lag, verſchwindet, iſt 
weder oben noch unten. Man muß dieſen Schnittpunkt in unendlicher 
Entfernung von M denken, es iſt aber gleichgültig, ob über M oder 
unter NM. Wie man dann den Schenkel MB noch fo wenig weiter dre— 
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het, ſo faͤllt ſogleich der Schnittpunkt nach unten. Aehnliches zeigt die 
Tangente für 3 R, und auf aͤhnliche Art iſt es auch mit den Cotangen ; 
ten, den Secanten und Coſecanten, theils bei O R und 2 R, theils bei 
R und 3 R. 


in R 1 
D Nach $. 401. hat man ig R — ER = 93 auf aͤhnli⸗ 
1 1 
che Art iſt sec R — cos f — 0. Hier kann man den Diviſor fo 


gut 4 0 wie — 0 ſchreiben, daher iſt auch offenbar der Quotient gleich 
gut Eos wie — mx. 

$. 421. Zuweilen, z. B. in Rechnungen die ſich auf 
Vielecke beziehen, wo durch Addition mehrer Winkel ſehr 
große Summen entſtehen können, werden Functionen von 
Winkeln gefordert, die an Größe AR, ja ER u. ſ. w. übers 
treffen. (Man ſehe den ſechsten Anhang zum IUſten Th., wo 
von ſolchen Winkeln die Rede iſt.) Die Functionen ſolcher 
Winkel koͤnnen auf die Functionen der Winkel zwiſchen OR 
und IN, und alſo auch auf die Funetionen ſpitzer Winkel 
zuruͤckgefuͤhrt werden, mittelſt des Satzes: Zwei Winkel, 
deren Differenz ein Vielfaches von 4 R iſt, haben 
voͤllig uͤbereinſtimmende gleichnamige Functionen. 


Denn wenn zwei Winkel A und AR ＋ A das Gen: 
trum A und den Anfangsſchenkel AM gemein haben, beide 
aber durch eine Umdrehung des Schenkels AM von der Rech 
ten zur Linken erzeugt ſind, (wo beide Winkel als poſitiv 
gelten follen) fo muͤſſen auch ihre Endſchenkel in eine einzige 
halbbegrenzte Gerade AB fallen, und daher auch alle gonio— 
metriſchen Linien des einen Winkels mit den gleichnamigen 
des andern zuſammenfallen. Gleiches erkennt man auch leicht 
in Bezug auf die Functionen von A und SR A, von A 
und 12 R . A uf. w. Man hat daher, unter k eine 
ganze Zahl verſtanden, 
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sin X = sin (4dk# + A) 
cos A cos (AKN A) 
g A= ig (A KR ＋ A) 
cot A = cot (Ak R + A) 
sec A = sec (KR ＋ A) 
cosec A — cosec(dkR + A). 
$. 422. Bisher wurden die Winkel mit dem Anfangs: 
ſchenkel AM in der Figur immer durch Drehung von der 
Rechten zur Linken hervorgebracht, und als poſitiv angeſehen. 
Aber auch negative Winkel, die durch Umdrehung von der 
Linken zur Rechten entſtehend gedacht werden ſollen, (ſ. den 
ſechsten Anhang zum Iften Th.) habe ihre Functionen, und 
dieſe muͤſſen auf die Functionen poſitiver Winkel, und zuletzt 
auf die Functionen poſitiver ſpitzer Winkel, zuruͤckgefuͤhrt wer: 
den koͤnnen. i 
I. Es bedeute nun — & einen ſolchen negativen Win— 


kel, welcher kleiner als AN ſey, fo iſt 4R — A der poſitive 


Winkel, der mit ihm die Differenz IN giebt. Wäre hier 
nun der Satz von §. 421 guͤltig, ſo muͤßten die Functionen 
beider Winkel uͤbereinſtimmen. Es iſt aber dieſer Satz hier 
wirklich anwendbar, denn man ſiehet, daß die durch — A 
und AN— A ausgedruckten Drehungen in der That dieſelbe 
Lage des Endſchenkels AB herbeiführen, daher auch zuſam— 
menfallende gleichnamige goniometriſche Linien geben. Man 
hat alſo 
sin (— A) = sin (AR — A) 
cos (- A) =. cos (AR — ) 
ig (-A) ig GR - ) 
cot (- A) = cot (AR — A) 
sec (- A) = sec (IR — A) 
cosec (-A) — coscc (AR — A). 
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II. Indem man nun noch die Gleichungen von F. 418. I. 

anwendet, erhält man 5 
sin ( A) = — sin A 

cos (— A) = cos A 

tg ( A) — 8A 

cot (-A) = — cot A 

sec (— A) = see A 

cosec (— A) = — cosec A. 

Dieſe Gleichungen führen die Functionen eines negati— 
ven Winkels auf die des an Quantität gleichen poſitiven Win: 
kels zuruck. Ihre Richtigkeit ſiehet man auch leicht unmit⸗ 
telbar durch Betrachtung der fuͤr zwei entgegengeſetzte Winkel 
am Kreiſe conſtruirten Linien ein. In ihnen iſt der Satz ent— 
halten: Entgegengeſetzte Winkel haben, in Hinſicht 
der Quantität, gleiche Functionen; in Hinſicht auf 
+ und — aber find nur die Coſinus und Secanten 
völlig gleich, die übrigen Functionen find entge— 
gengeſetzt. 

$. 423. Es verdient Beachtung, daß eine Menge von 
Gleichungen, welche im Bisherigen abgeleitet worden ſind, 
ehe noch die Winkelfunctionen auf die Winkel, welche 90° 
oder ſogar 360° uͤberſchreiten, und auf die negativen Winkel 
ausgedehnt waren, ſelbſt nach dieſer Ausdehnung ganz all— 
gemeine Gultigkeit haben. 

Die Gleichungen für die Complementwinkel aus $. 398 
gelten, A mag ein Winkel ſeyn, welcher er will. 3. B. 
sin 130° — cos (00° — 130°) = cos (— 40°). Beſonders 
in der Form sin (45 ) = cos (45 — g) u. ſ. w. 
zeigt ſich die allgemeine Wahrheit der Gleichungen an der 
Figur ſehr deutlich. 
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Von der allgemeinen Guͤltigkeit der Gleichungen der 
8. 399 u. 401 iſt ſchon in den §§. 408, 411, 412 einiger⸗ 
maßen die Rede geweſen. Es iſt nicht ſchwer dieſe Allge— 
meinheit derſelben, unter Benutzung von §. 421 u. §. 422, 
noch weiter auszudehnen. 

Ebenſo iſt die allgemeine Guͤltigkeit der ſich auf den 
Pythagoriſchen Satz ſtuͤtzenden Gleichungen von F. 400 leicht 
einzuſehen. 

Die Allgemeinheit der Gleichungen fuͤr die Functionen 
der Supplementwinkel aus §. 416 ud die Functionen der 
Implementwinkel aus $. 418 it ebenfalls durch Betrachtung 
der Conſtruction am Kreiſe zu rechtfertigen. Beſonders an⸗ 
ſchaulich wird dieſelbe für die Gleichungen von $. 416. II. 
und $. 418. II. 

$. 424. Iſt irgend ein Winkel gegeben, fo kann man, 
nach dem Bisherigen, den Werth jeder Function deſſelben 
aus den Tafeln erfahren. Iſt dagegen der Werth einer 
Function gegeben, und der zugehörige Winkel ſoll beſtimmt 
werden, ſo tritt Ungewißheit ein, denn zu jedem Werthe einer 
Function gehoͤren unendlich viele Winkel. Wenn man, wie 
es meiſtentheils der Fall iſt, ſich auf Winkel zwiſchen 0° und 
360° zu beſchraͤnken hat, fo findet doch noch Zweideutiakeit 
oder Ungewißheit Statt, denn dann gehoͤren zu jedem Werthe 
einer Function noch zwei Winkel jener Art. Iſt man gar 
auf Winkel zwiſchen 0° und 1802 beſchraͤnkt, wie bei Berech— 
nung der innern Winkel eines Dreiecks, die nicht 180° uͤber⸗ 
ſteigen koͤnnen, ſo iſt nur bei den Sinus und Coſecanten 
Zweideutigkeit vorhanden, weil dieſelben ſowohl fuͤr ſpitze als 
ſtumpfe Winkel poſitiv ſind. 
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II. Anwendung der goniometrifben Functionen 
zur Berechnung der Dreiecke, Vierecke und Viel— 
ecke, mit Benutzung der Conſtruction. 


Rechtwinkliges Dreieck. 

$. 425. Die in den §§. 393 u. 397 aufgeſtellten For: 
meln zur Berechnung rechtwinkliger Dreiecke ſollten nur zur 
Erläuterung der Begriffe der goniometriſchen Functionen dies 
nen. Jetzt mögen ſolche Formeln für das rechtwinklige Dreieck 
vollſtaͤndiger, nach der Ordnung feiner wichtigſten Beftimmungs: 
arten, gegeben worden. Jede ſolche Formel muß drei Stuͤcke 
des rechtwinkligen Dreiecks enthalten, weil aus zwei beſtim— 
menden Stücen ein drittes abhaͤngiges muß berechnet wer: 
den koͤnnen. 

Die Winkel des Dreiecks mögen mit A, B, C, die Sei⸗ 
ten, nach der Ordnung, wie ſie ihnen gegenuͤberliegen, a, b, 
c heißen, dabei ſey C = 90°, alſo e die Hypotenuſe; der 
Flächeninhalt heiße P; dann find folgende Formeln als Grund. 
formeln anzuſehen: 


sin K 2a f , sin B h: e, 

cos A b: c, cos B S aA: , 

ig A = b, ig R 5A 
b, 
N 


Nicht zu vergeſſen iſt, daß auf die Functionen der Win— 
kel A und B, wegen A+-B — 90°, die Formeln aus 
$. 398 bezogen werden koͤnnen. 

$. 426. Ein rechtwinkliges Dreieck kann auf vierfache 
Art durch Seiten und Winkel beſtimmt werden: 1) durch die 
Hypotenuſe und einen ſpitzen Winkel, 2) durch eine Kathete 
und einen ſpitzen Winkel (es kann für gleichguͤltig gelten, ob 
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durch den der Kathete anliegenden oder gegenuͤberliegenden 
Winkel), 3) durch die Hypotenuſe und eine Kathete, 4) durch 
beide Katheten. Hiedurch werden vier Aufgaben veranlaßt. 
I. Aus der Hypotenuſe e und einem Winkel, etwa A, 
die übrigen Stüde zu berechnen. 
Hier iſt (1) a S c. sin A 
(2) b= c. cos A 
(3) FS Z. ab Ac. sin A. cos A. 
Eine bequemere Formel für F findet man durch eine 
Conſtruction. Man bilde (Fig. 21) am AACB ein congruen⸗ 
tes AAC, fo daß das gleichſchenklige ABD entſtehet, 
worin BAD S 2A, und AD = AB S c. Nun ſey 
BE lothrecht auf AD, fo iſt 
BE AB. sin BAE = c.sin2A. 


Daher AABD = 3 AD. BE AC. sin 2 A, 
alſo AABC = 3.AABD SEC. sin 2A, 
oder (37 FS Ac. sin 2A. 


Anm. Aus den zwei für F gefundnen Werthen ſchließt man, 
es ſey j 
tin 24 = 2sinA.cosA, 
Dieſe Gleichung wird ſich auch ſpaͤter auf einem andern Wege finden. 
II. Aus der Kathete b und einem Winkel A (oder 
B = 90 — A) die andern Stuͤcke zu berechnen. 


Pier i (i) „ (a, 
Da Sb. tg Sb. cot), 
(3) FS = E ab = zb?.tgA, 
III. Aus der Hypotenuſe c und einer Kathete, etwa 
b, die andern Stuͤcke zu berechnen. 


Man hat (1) cos A = sin B . 


1 Ve. = D = rh ER 
oder auch une. in A. 


http://rcin.org.pl 


— — — — 


110 Epipedometrie. Vierte Abtheilung. 


Dieſe noch bequemere Formel ſetzt nur voraus, daß man den 
A ſchon nach (1) berechnet habe. 
) F = ab Eb. Jeb 
IV. Aus den Katheten a und b die übrigen Stuͤcke 
zu berechnen. 


Saft (1) ig A = cotB , 
(cot A tg B 2 
GS 

Oder, nachdem man A aus (1) gefunden, bequemer 

r e 
een m 
(3) F = Zab. 
Beiſpiele. 
Zul = 425, A = 270 40“ giebt a— 197,34, bg=376,41, 

F = 37140. 

Zu II. b 372, A g= 35% giebt e 454,68, a — %1,451, 

F = 48629. 

Zu III. c = 806,4, b = 529,3 giebt A — 480 58° 34”, 

B = 410 1/26% = 608,33, F = 161007. 

Zu IV. 2 192, b 258, giebt A = 360 39 22, 

c — 321,60, F = 24768. 


§. 127. Ueber die Formel aus §. 426. II. (1) cosA 
= im 2 ift eine für die Praxis ſehr weſentliche Be: 


merkung zu machen. Iſt b beinahe Sc, jo daß > ſehr nahe 


I, und A ein ſehr kleiner, R aber ein dem rechten Wins 


kel nahe kommender ſpitzer Winkel iſt, ſo erhaͤlt man aus 
den trigonometriſchen Tafeln die geſuchten Winkel nicht ſehr 
genau, weil die Coſinus der kleinen Winkel oder die Sinus 
der großen ſpitzen Winkel, fo wie auch die zugehorigen Lo— 
garithmen, kleine Differenzen haben (vergl. §. 405. X.). Will 
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man in einem ſolchen Falle eine größere Genauigkeit erhal⸗ 
ten, ſo muß man die Rechnung nach folgender, geometriſch 
beweisbaren Formel führen: 

— b 


81A = ve ey 2 

Beweis. Man mache (Fig. W), in der Richtung der Kathete 

AC, ſowohl AD als Ak = AB. Dann it DC = AB ＋ AC = b, 
CE = AB - Ac = C= b. lag Ar CAB = C DB ABO, 
aber auch LCDB — ABD, alſo Z DR — 44; und ZDBE—N, 
ZLCBE — 4A (vergl. F. 65 oder F. 136.2, und F. 256). Man hat alfo 


CB 
g DB zug; A = oc» 
CE 
und ig CBE Zt} A = pe 
CE — b 
daher ig 1A? = De = TA 
al — Eu 
fo 18 14 e 5 


Man konnte, ohne den P. E, auch fo ſchließen: 
6 0b¹ = GK = = E ur 
DC Yb +b 
Beiſpiel. Es ſey ce — 731. b = 718. Dann findet man, 
b 
aus den Formeln cos A — 7 
log cos A — 9, 99220. 
Aber log cos 100 49 9, 99221 
log cos 100 50 — 9,99219, 
Es liegt alſo A zwiſchen 10049 und 100 507. Setzt man A 10049 30” 
fo if die Unſicherheit in den Secunden ſehr groß. 
Nach der neuen Formel bekommt man 


log ig 44 = 8,97643 (5 
Aber log ig 5024 — 8,97556 
log ig 50 2 — 8,97691 
Differenz 135 
Man findet daraus 4A = 50 24“39˙ (oder 38/8) 
A = 1049 15 (17",6), 


Die Ungenauigkeit ift hier gering. 
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5. 428. Die ein gleichſchenkliges Dreieck betref— 
fenden Aufgaben zur goniometriſchen Berechnung koͤnnen ſehr 
leicht auf die für das rechtwinklige Dreieck zurückgefuͤhrt wer: 
den, wenn man die Eigenſchaft des gleichſchenkligen Dreiecks 
benutzt, daß es durch eine den Winkel an der Spitze halbi: 
rende Gerade in zwei congruente rechtwinklige Dreiecke ge— 
theilt wird. 


Das Dreieck im Allgemeinen. 


§. 429. Es ſoll gezeigt werden, wie man bei jeder 
der vier Hauptbeſtimmungsarten des Dreiecks im Allgemeinen 
aus den beſtimmenden Stuͤcken die übrigen berechnen koͤnne. 
Es liegt, als ein Mittel, dieſes zu bewerkſtelligen, der Ge: 
danke ſehr nahe, durch Faͤllen eines Lothes aus einem Eck— 
punkte zur gegenuͤberliegenden Seite des Dreiecks daſſelbe in 
zwei rechtwinklige zu theilen, dann, beſonders unter Anwen— 
dung der Formeln von §. 426, durch ſucceſſive Berechnungen 
dieſer rechtwinkligen Dreiecke, die Stuͤcke des ganzen Dreiecks 
zu erforſchen. Nach dieſer Idee ſoll zunaͤchſt verfahren wer: 
den. 

Vorher iſt aber noch zu bemerken, daß wegen X BAN 
= 2K (indem das Dreieck wie gewoͤhnlich durch ABC, feine 
Seiten mit a, b, é bezeichnet werden ſollen), Gleichungen 
folgender Art gelten: 

sin A sin (B ＋ C) 


cos A = — cos (B ＋ C) 

tg A= — tig (B ＋ C) u. ſ. w. 
sin; A cos (B ＋ C) 
cos z A sin z (B ＋ C) u. ſ. w. 
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§. 430. Aufgabe der erſten Beftimmungsart: 
Aus der Seite AB — c und den Winkeln A, B, G, wo 
A-+-B-+C 2, die übrigen Stuͤcke zu berechnen. 
Wird. (Fig. 26.) das Loth BK aus B auf AC gefällt 
(ein Loth aus A auf BC wäre eben fo brauchbar), fo hat 
man 
im Dr. ABK (I) AK = c. cosA (S -c. cos (BA-C)), 


und D BR . NR (= C. sin (BC); 
BK 
im Dr. CBX 80 2 = an S mars) 
BK 
dann ift (5) b S AK ＋ KG, 


G F DN. 
Zuſatz. Aus (2) und (3) folgt 
. sin A e. sin A 
sin C (= an AE) · 


Dieſe Gl. lehrt unmittelbar aus den gegebenen Groͤßen die 
Seite a berechnen. Sie iſt gleichbedeutend mit der Propor⸗ 
tion 


a: d == sin A;: sin C, 
welche den wichtigen Satz ausſpricht: Zwei Seiten eines 
Dreiecks verhalten ſich wie die Sinus der gegen— 
uͤberliegenden Winkel. 

Man kann dieſe Gleichung san. einfach aus den Glei- 
chungen sin A — , sin C = * herleiten, welche ei: 
gentlich mit (2) und (3) gleichbedeutend ſind. N 

Es muß auch ganz auf gleiche Weiſe die Proportion 
richtig ſeyn 

b: e 2 zin B;: sin G, 
Geometrie Thl. II. 8 
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welche giebt . 
wonach ſich b unmittelbar aus den gegebenen Stuͤcken berech— 


nen laͤßt. 
Anm. Es find hier einige Bemerkungen wegen des E und — 


zu machen. 

Die Figur 26. a iſt fo gezeichnet, daß, während alle gegebenen 
Stuͤcke als poſitiv betrachtet werden, auch die berechneten Größen durch⸗ 
gaͤngig als poſitiv erſcheinen. Es giebt aber andre Fälle in der Beſchaf⸗ 
fenheit des Dreiecks, wo auch einige berechnete Werthe negativ erſchei— 
nen koͤnnen, und ſelbſt in dieſen Faͤllen ſind die Gleichungen richtig, ſo 
daß ihnen uͤberhaupt allgemeine Guͤltigkeit zukommt. 

1) Iſt A ein ſtumpfer Winkel (Fig. 26. b), ſo iſt cos A negativ. 
Daher erhält man aus (1) für AK einen negativen Wertb. BK und 
KC dagegen bleiben poſitiv. Die Gl. (5) iſt auch hier richtig; fie würde 
durch b = KC — KA erſetzt werden koͤnnen, indem man hier KA als 
poſitiv daͤchte. x 

) Iſt C ein ſtumpfer W. (Fig. 26.6), fg iſt ig C negativ. In 
(4) erhaͤlt man für KC etwas Negatives, wobei die Gleichung (5) völs 
lig richtig iſt, die bier durch b — AK — CK erſetzt werden kann. 

3) Iſt B ein ſtumpfer Winkel, ſo hat dies auf die Gleichungen 
(1) bis (6) keinen Einfluß. 

§. 431. Aufgabe der zweiten Beſtimmungsart: 

Aus den Seiten AB = c, ACC b und dem von ihnen 
eingeſchloſſenen Winkel A die übrigen Stuͤcke zu berechnen. 

Man fälle (Fig. 27) das Loth CD auf AB (auch ein 
Loth aus B auf AC waͤre brauchbar), fo hat man 

() CD = b. sin A 


(2) AD = b. cos A 
(3) DB = c—AD (= c—b.cosÄ) 
(4) gB = En: oder cot B = 85 


G. 4 ee. EEE? 


sind cos 


(6) F = . Cp. 


2 
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Zuſatz 1. Aus den Gleichungen (1) bis (4) kommt 
8 mat Te er — cotA. (8) 


Dieſe Gl. lehrt, unmittelbar aus den gegebenen Stuͤk⸗ 
ken den W. B berechnen. Sie entſtehet auch aus der Glei⸗ 
chung a 

cot A + cot B = = 85 (8) 
welche den Satz ausſpricht: Die Summe der Cotangenten 
zweier Winkel eines Dreiecks iſt dem Quotienten aus der 
anliegenden Seite, dividirt durch das zugehörige Loth, gleich. 

Man bekommt dieſe letzte Gl. auch ganz einfach durch 
Addition der Gleichungen 

cot A = © cötB = ——. 


Zur Beſtimmung des Winkels C aus den gegebenen 
Stuͤcken koͤnnte die Gl. dienen 


b 
cot C — un = cot A, 


welche der (A) ganz analog iſt. 


Zuſatz 2. Setzt man in (6) den Werth von CD aus 
(J), fo hat man 
F .be. smn A. 
Dieſe Gl. ſpricht einen zu beachtenden Lehrſatz aus, und 
dient zur unmittelbaren Berechnung des Inhaltes eines 
Dreiecks aus zwei Seiten und dem eingeſchloſſenen Winkel. 
Zuſatz 3. Da durch den Pythagoriſchen Satz auch 
a = DB? ＋ CD? 
fo ift, wenn man ftatt DB und CD die Werthe aus (1) 
und (3) ſetzt, 
= Cc 2 be cos A A b2cos A2 ＋ b?sin A?. 


cot B = 


8 * 
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Hier iſt aber 
ba cos A2 ＋ be sin A? = b?. (cos A? ＋ sin A2) = be 


alſo a? = b ＋ c 2 be. cos A 
oder a = Vb?’+c?— 2be cos A. 


Dieſe Gleichung, welche eine Erweiterung des Pytha— 
goriſchen Satzes enthält (vergl. $. 221), iſt zwar von Wichz 
tigkeit, jedoch zur logarithmiſchen Rechnung nicht bequem. 

Anm. Die aufgeſtellten Formeln paſſen, bei gehoͤriger Anwen⸗ 
dung des T und —, für jedes Dreieck. 

1) In Fig. N.. a iſt Alles poſitiv. 

2) In Fig. N. b, wo ZA |IR, wird durch Gl. (2) AD nega 
tiv, durch (3) DB Ii c. 

3) In Fig. 27. c, wo ZA ı|R, aber AD [I c, wird DB aus 
(3) negativ, aus (4) wird ig B oder col B negativ, alſo ZB ein ſtum. 
pfer. 

§. 432. Aufgabe der dritten Beſtimmungsart. 
Aus den gegebenen Seiten Ah S e, AC=b,BC=a 
die uͤbrigen Stuͤcke, en die Winkel des Dreiecks zu 
berechnen. 

Hier kann man, nachdem ein Loth, etwa CD (Fig. 27) 
gefaͤllt iſt, zuerſt nach §. 223. oder §. 356. die Linien AD, 
DB, CD berechnen, dann beſtimmen ſich die Winkel leicht. 

Es ſey AD = f, DB = g, CD D h, ſo . man: 


a) 12 — a? 225 2er 


wofür man auch die Formeln ( B) oder (I,C) aus 5 356 
brauchen kann; 
iet; 
doch kann g ebenfalls durch ſolche Formeln, wie die fuͤr f, 
unmittelbar berechnet werden; 5 
(3) h= Vb?—? =. Yib-Hf) .(b—f) 
= Va- = Vla-+g).(a-8) 
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)) FSA ch (S. auch $. 356) 


6) cos A = 825 oder sin X — 4 
(6) cos 3 = 4 oder sin B — Ur, 


a 
Zuſatz. Durch Subſtitution der Werthe von f und h 
aus §. 356 in die Gl. (5) bekommt man 8 


— ce? 
cos X — n 


(was auch aus $. 431. Zuſatz 3. folgt.) 
. (bc-) u 


oder Ihr 
A (ab-. E ba 2. 
oder ml Ten 


Und sin X — 55 Va@a+-b-+H)—a+b-+c)(a—b-+c)(a+b—c) 
oder = Va REIT 


oder . — * s.(s—a).(s—b). (s—c), 
wenn s den halben Umfang des Se bezeichnet. 


Anm. Aus den in F. 221 u. F. 357 gemachten Bemerkungen 
über das E und — wird man 5 daß die Formeln allgemein 
guͤltig ſind. Nur iſt zu bemerken: 1) Berechnet man die Winkel durch 
die Coſinus, ſo deutet ein poſitiver Coſinus einen ſpitzen, ein negativer 
einen ſtumpfen Winkel an. 2) Berechnet man aber die Winkel durch 
die Sinus, fo laſſen die Formeln fir dieſelben es ganz unentſchieden, 
ob ein Winkel ein ſpitzer oder der ſtumpfe Supplementwinkel deſſelben 
ſey (vergl. 8. 415 u. 424). Man muß daher die Beſchaffenheit des groͤß⸗ 
ten der drei Winkel des Dreiecks nach den Saͤtzen von §. 202. II. beur⸗ 
theilen; von den beiden andern iſt es ja ausgemacht, daß ſie ſpitz ſeyn 
muͤſſen. Genau genommen erlauben aber die Formeln, ſowohl fuͤr die 
Coſinus als fuͤr die Sinus, auch negative Winkel als Werthe der 
geſuchten Winkel aufzustellen, die man aber bei gewöhnlichen Anwen⸗ 


dungen unberuͤckſichtigt laſſen kann. 
Für a 13, b 15, c= 14 bekommt man z. B. A253 
B = 670 2248“ C = 590 20 23“/. Man koͤnnte, ſtatt dieſer We 
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auch die entgegengeſetzten negativen nehmen; aber dies iſt im Allgemei⸗ 
nen zwecklos. i 

§. 433. Aufgabe der vierten Beſtimmungsart. 
Aus zwei gegebenen Seiten AB c, BC = a und einem 
nicht eingeſchloſſenen W. & die übrigen Stuͤcke zu berechnen. 

Wir wollen den Fall zu Grunde legen, wo ZA R, 
und a ic, wo alſo zwei Dreiecke ABC und ABC“ aus 
den beſtimmenden Stuͤcken möglich find (Fig. 28.2). Hier 
hat man, wenn das Loth BK gefaͤllt iſt, 


(J) BK = c. sin A 
(2) AK = c. cos A 
O emh⁰ Fl, 


Dieſe Formel erlaubt, fuͤr ZC zwei Werthe, die ſich zu 2 R 
ergaͤnzen, aufzuſtellen; der eine beſtimmt den W. A0 B, der 
andre den ACYB. 


00 


U 


KC = & YVa* — BK 
= 240056. BR. C ‚= 
Man bekommt hieraus einen pofitiven Werth für KC, und 
einen negativen für KC”. 
(5) b=AK-+KC 

Hier hat auch b zwei Werthe, indem man für KC die in 
(4) gefundnen Werthe ſetzen muß. Dadurch beſtimmt ſich 
AC und AC“. 

An m. In den Fällen von Fig. 28. b, wo LA R und a lic, 
und von Fig. W. c, wo ZA || R, und auch a [1 e, fällt C“ fo in die 
Verlangerung des einen Schenkels vom W. A, daß A ABC“ nicht den 


gegebenen W. A, ſondern den Nebenwinkel deſſelben enthält. Deshalb 


ſiſt für dieſe Fälle im §. 71. die vierte Beſtimmungsart des Dreiecks für 
unzweideutig erklart, während fie, für Fig. W. a, für zweideutig 
erkannt worden iſt. Man kann aber die Aufgabe, aus den gegebenen 
Stücken die Figur zu conſtruiren, in ihrem Wortausdrucke fo modifici⸗ 
ren, daß für alle dieſe Faͤlle auch C“ als ein auflöfender Punkt betrach- 


http://rcin.org.pl 


II. Berechnung von Dreiecken u. ſ. w. 119 


tet werden muff. Es iſt dabei die Bedingung, daß der gegebene Win; 
kel ein innerer des AABC ſeyn ſoll, hinwegzulaſſen, und die Auf: 
gabe nur fo auszuſprechen: Es iſt BAS — A, AB — c, und eine 
Linie — a gegeben, man ſoll in dem unbegrenzten Schenkel RAS des 
W. & den Punkt C beſtimmen, für welchen BC —a. Hier iſt offenbar 
in jedem Falle C“ fo gut ein auflöfender Punkt, wie C'. 

Unſre Formeln ſind nun gaͤnzlich dieſer neuen Betrachtungsweiſe, 
aus einem hoheren, wiſſenſchaftlicheren Standpunkte, anpaſſend. Sie 
beſtimmen auch für Fig. 28. b und 28. fo gut die Größe der nicht ges 
gebenen Stuͤcke für C', wie für Cl. 

Für Fig. 28. b, wo LA R und alıc, wird nach Gl. (3) sin 
kleiner als sina, daher der ſpitze W. O — ACB (SR, CB) 
(nach der Bezeichnung des ſechsten Anhangs zu Th. I.) kleiner, als der 
ſpitze W. A, und der ſtumpfe W. C“, oder (SR, Cn) größer als 
der ſtumpfe Winkel an A. Nach (5), wo der negative Werth von KC“ 
den poſitiven von AK übertreffen wird, erhaͤlt man b — AC“ negativ. 

In Fig. B.c, wo AR und a [ı c iſt, bekommt man in 
(2) AK negativ. Ueber den W. C’— Z(SR, C.) gilt Aehnliches, 
wie im Falle von Fig. 28. b, und A0“ wird auch hier negativ. 

Wollte man in jedem dieſer Faͤlle den W. ABC berechnen, ſo 
koͤnnte dazu die Gl. dienen 

ZABC — 2R — (A) 
und für ABC” wuͤrde man in Fig. W. b und W. negative Werthe er— 
balten, was den wirklich vorhandnen Gegenſatz zwiſchen ABC“ u. ABC“ 
andeuten wuͤrde. 

Selbſt für Fig. W. d, wo LA R und aılc, jedoch a BK 
oder c. sin, bekaͤme man völlig anwendbare Werthe für C und C”, 
obgleich keins der Dreiecke ABC’ und ABC“ den e W. A als 
inneren enthielte. 

Waͤre in irgend einem Falle a BK, d. h. a e c,sinA, fo würde 
ſich kein auflöfender Punkt C finden. Dies würde die Gl. (J) dadurch 
anzeigen, daß sinC |ı 1 würde, was bei keinem Winkel Statt finden 
kann. Die Gl. (4) würde daſſelbe durch einen imaginaͤren Werth von 
KC andeuten. 

§. 434. Zur noch bequemeren Aufloͤſung der in den 


88. 430 bis 433. behandelten Aufgaben laſſen ſich noch viele, 
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beſonders zu beweiſende Formeln anwenden. Zunaͤchſt ſtelle 
man folgende Betrachtung an: 

Es werde um AABC ein Kreis beſchrieben, deſſen 
Mittelpunkt M heiße (Fig. 29). Man ziehe den Durchmeſſer 
CMF und die Sehne FB. Dann iſt ZFBCG — 90° und 


CFB = CAB = A, daher sin A sin CFB = 2 1 
folglich, indem man den Durchm. CF mit D bezeichnet 


ein A und D = 


ein A 
Auf gleiche Weiſe muß ſeyn 
5 1 8 
sa ine 


Dies giebt den Lehrſatz: Der Durchmeſſer des um ein 
Dreieck beſchriebenen Kreiſes iſt dem Quotienten aus einer 
Seite, dividirt durch den Sinus des gegenuͤberliegenden Win⸗ 
kels, gleich. 

b 


c 
Zu ſatz. Aus in = 45 5 ze entfichen 


Proportionen, wie a: b = sin A;: sinB, welche ſich ſchon 
in F. 430. Zuf. gefunden haben. 


— — me a 
Anm. Die oben bewieſene Gl. D = SIE: 


Lehrſatz, auch fo ausſprechen: Eine Sehne eines Kreiſes, dividirt durch 
den Sinus des Peripheriewinkels, welchen ein von der Sehne gebildetes 
Segment in ſich faßt, giebt den Durchmeſſer des Kreiſes. — Es iſt 
hiebei gleichguͤltig, ob man den ſpitzen Peripheriewinkel im groͤßeren 
Segmente, oder den ſtumpfen im kleineren anwendet, weil ſie Supple⸗ 
mentwinkel ſind, alſo gleiche Sinus haben. 


§. 435. Anwendungen dieſes Satzes. 
I. Sind, nach der erſten Beſtimmungsart, die 


Winkel A, B, C und die Seite e gegeben, fo berechnet man 
die zwei andern Seiten bequem durch die Formeln 


kann man, als 


http://rcin.org.pl 


II. Berechnung von Dreiecken u. ſ. w. 121 


D u 


0) D. sina (SA, wie 9. 430) 


sin C 
ar P e. sin B 
(3) b=D.sinB (= —— n) 
Zuſatz. Soll noch der Inhalt F berechnet werden, fo hat man 
I be sin A ($. 331. Kann 20 
.sinB 


daher, indem man bier ſtatt b den Werth = fegt, 


c. sin A. sin B 


T 2. n C 
Oder auch fo: Nach $ 431. Zuſ. 1. hat man 


0 
C cot A ＋ cotB 
Es iſt aber Se. 


ec? 


alſo F =. N e Pr 

1I. Sind nach der vierten Beſtimmungsart die 
Seiten e, K nebſt ZA gegeben, fo findet man die übrigen 
Seiten und Winkel durch die Formeln 


O Aux 

dn 4 I („erh 
(3) ZB = 180 — (A 
(4) B D. Ia. 


Die Gl. (2) giebt zwei Winkel, C' und C', fo daß 
C C 2 R. Daraus findet man auch zwei Werthe 
von B, wie zwei von b. Auch fuͤr den Inhalt, den man 
nach der Formel F = z be sin A beſtimmen kann, bekommt 
man zwei Werthe. (Vergl. $. 433. Anm.) 

§. 436. Die Berechnung der übrigen Größen im Dreis 
ecke, wenn, nach der zweiten Beſtimmungsart, die 
Seiten b, c nebſt dem eingeſchloſſenen W. A gegeben find, 
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kann bequem nach Formeln geſchehen, die man durch folgen— 
de Betrachtung erhaͤlt: 

Es ſey ci b. Man mache (Fig. 30.) in der Verlaͤn⸗ 
gerung von BA über A hinaus, AE=AC=b, und auch 
in AB ſelbſt AF = AC = b. Dann ft EE=c-+b, 
FB=c—b, ECF g R, BEC SA, ZEFC=AEF 
290 — A (oder auch = 4 (CB)). Nun fälle man 
aus B auf die Verlaͤngerungen von EC und CF die Lothe 
BK, BL, welche m unden heißen moͤgen, fo iſt CBKL 
ein Rechteck, CL BK m, CK=BL=n, ZFBL= 
FEC A. Ferner ZCBK=BCL. Dieſe gleichen Wins 
kel mögen mit u bezeichnet werden. f 

Man ſiehet: Könnte man m und n berechnen, fo hätte 
man aus ihnen, als Katheter, den Zu ſammt der Hppote: 
nuſe 3. Durch u würde man aber ſowohl ZACB als ABC 
erfahren; denn es iſt f 

Ach = ACF + FCB = 90 — 2 A zu 

ZLABC = AFC — FCB = 90 — 3A — u. 

Man findet aber aus AEBK und ABEL: 

m — BK = EB. sin BEK = (eb). sin 1A 

n = BL = FG. cos FBL S (eb). cos 3A. 
So wird man endlich zu folgenden Formeln gefuͤhrt: 


(I) m = (e b). sin ZA 
(2) n S (-b). cos 42A 
3 
() ZC= 90 — Au 
ZB = 90 — A- u 
8 1 3 
n ae oder = a (vg1.$.426. IV). 


Bemerkung 1. Dieſe Formeln gelten auch für den 
Fall, wo c b, nur werden dann c— b, n und u negativ. 


http://rcin.org.pl 


II. Berechnung von Dreiecken u. ſ. w. 123 


Man darf dann aber auch die Gl. (2) (3) (J) mit folgenden 
vertauſchen 
n' (b - ). cos 2A 
gu = 5 
4 S 90 — 2A — u 
LB 90 Kn 
Es wird dann n' = — n, u' u fon. 
Bem. 2. Man findet leicht Tu S z (C- B) und 
daher 
m — BBC. cosu = a. cos 4 (C-) 
n BO. sinu = a. sin 4 (C- g). 
Hiedurch gehen die Gl. (1) und (2) uͤber in 

(A) a. cos g (C- B) = (Ab). sin 4 A 

(5B) a. sin 4 (C- B) = (e- b). cos A. 

Bei dieſen Gl. iſt es merkwuͤrdig, daß jede 6 Groͤßen, alle 
drei Seiten und alle drei Winkel enthält. Dividirt man (B) 
durch (A) ſo erhaͤlt man 

(0 8100 - B) D b ot 4 A 

oder = bs (CL). 

Dieſer Formel kann man ſich bedienen, wenn man aus 
b, c, A bloß die Winkel B, C aber nicht die Seite a berechnen 
will. Man muß dabei, nachdem man aus (C) die halbe Dif⸗ 
ferenz der unbekannten Winkel gefunden, dieſe Winkel aus 
dieſer halben Differenz und ihrer halben Summe, welche 
— 90 — 2A, beftimmen. 

Anm. Stimmen die beiden Werthe von a, welche man durch 
die beiden Formeln von (5) erhaͤlt, uͤberein, ſo kann man dieſes dennoch 
nicht als ein Zeichen einer fehlerfreien Rechnung betrachten. Denn, waͤre 
die Berechnung von m und n, d. h. CL und BL, nicht richtig gemacht, 
fo würde ſich die folgende Berechnung zwar nicht auf das richtige recht⸗ 
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winklige Dreieck CBL, ſondern auf ein falſches beziehen; wäre fir aber 
doch, nur für ſich genommen, richtig, fo würde u den Winkel in dieſem 
falſchen Dreiecke, und beide aus den in (5) enthaltenen Formeln entſte— 
henden Werthe von a wuͤrden die Hypotenuſe dieſes falſchen Dreiecks 
darſtellen, und alſo, obgleich fie falſch wären, doch unter ſich uͤberein⸗ 
ſtimmen. Eine ſolche Uebereinſtimmung der beiden Nefultate für a kann 
alſo nur die Richtigkeit der Rechnung nach (3) und (4), aber nicht die 
Richtigkeit der Rechnung nach (1) und (2), alſo auch nicht die Richtig⸗ 
keit der berechneten Größen uberhaupt, wahrſcheinlich machen.“ 

Auch ohne Betrachtung der Figur laͤßt ſich daſſelbe aus den For⸗ 


meln fo darthun: Iſt tgu — —, fo iſt ($. 402) 


2 tgu n 
2 — 
sin Vi u Va: n! 
1 m 

. TI Vin!‘ 

5 n TREUE 
Daher in (5) u = Im n?! 

— ä 
cos u Vm® ＋ an* 


Beide Formeln für a in (5) geben alſo Nn, und ſtimmen !über⸗ 
ein, ſelbſt wenn m unden nicht fehlerfrei ſind. 

Will man daher, bei der Anwendung unfrer Formeln, die Rich⸗ 
tigkeit der Rechnung pruͤfen, ſo muß dieſes noch durch eine beſondre 
Rechnung geſchehen. Ganz bequem iſt dazu die Gleichung 

b * sin B l 
Eine 

Beſtimmt man dagegen B und C nach den Formeln von F. 431. 
Zuf, 1.; naͤmlich 

cotB — benz — cot A, cot C — 8881 — cot A, 
fo ſchoͤpft man eine leichte Prüfung aus der Gl. AB ＋ C= 1800. 

§. 437. Wenn nach der dritten Beſtimmungsart 
die drei Seiten eines Dreiecks, a, b, c gegeben find, fo 
kann die Berechnung der Winkel, ſtatt durch die in §. 432 
fuͤr die Coſinus und Sinus der Winkel gegebenen Formeln, 


http://rcin.org.pl 


II. Berechnung von Dreiecken u. ſ. w. 125 


auch durch Formeln fuͤr die Tangenten der halben Winkel 
geſchehen. 

Es ſey (Fig. 31) m der Mittelpunkt des dem ABC 
eingeſchriebenen Kreiſes, r deſſen Radius, ſo hat man, wenn 
die Lothe ma, mb, me, die alle = r, auf die Seiten BC, 
AC, AB gefällt werden, nach §. 277, fo wie nach $. 349, 

Ae = Ab. , 
wo s den halben Umfang, , bedeutet. 

Dann hat man im e Dreiecke Ame, 

r 


tg mc ig EAS N = 


85 apa 
Es iſt aber (F. 279.I.), unter F den Inhalt verftanden, 
5 
und = V s.(s—a).. (s—b) (s—c). 


Daher 3 man ſich, wenn alle drei Winkel aus den 
Seiten berechnet werden ſollen, dieſer Formeln bedienen: 


0) F = e e = 0) 
W 2 2 
G SA — 

tg B — 

tg20 — 


welche Formeln den Votzug großer Einfachheit und Bequem: 
lichkeit mit dem großer Genauigkeit verbinden. (Vgl. F. 405. 
X. und $. 427). 

Zuſatz. Durch Subſtitution des Werthes von F aus 
(1) in (2) und dann des entſtandnen Werthes von er in (3) 


findet man 
5 — 0 
5 ( — 30 


tg 2 A 
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Die analogen Formeln für ig B, ig C find leicht zu bil⸗ 
den. 


§. 438. Die nun vorgetragenen Regeln zu Berechnun⸗ 
gen der Dreiecke ſollen jetzt zur Aufloͤſung verſchiedener Rech: 
nungsaufgaben angewandt werden, welche hauptſaͤchlich Vier⸗ 
ecke und Dreiecke betreffen. Bei der Ableitung der Rechnungs: 
vorſchriften werden uns mehr oder weniger einfache Huͤlfs⸗ 
conſtructionen wichtige Dienſte leiſten. 


Aufgabe I. Vom Vierecke ABCD find gegeben die 
4 Seiten AB Sa, BC b, CD=c, DA gd, nebſt der 
Diagonale AC=p. Man ſoll die Winkel, den Flaͤchenin⸗ 
halt F, und die andre Diagonale BD=q berechnen. 


Aufloͤſung. Auf jedes der Dreiecke ABC und ADC 
koͤnnen die Formeln aus $. 437. angewandt, und dadurch 
der Inhalt nebſt mehren Winkeln gefunden werden. Das 
Uebrige bekommt man ſodann aus dem AABD oder auch 
BCD, mittelft der Formeln aus $. 431 oder §. 436. 

Zahlenbeiſpiel. Es ſey gegeben a — 440,3, b 506, 8, 
c = 972,6, d = 417, 2, p = 519,5. 

Man findet: Der Inhalt ungefaͤhr — 102003, 

DaB — 108027 (2½, Z.ABC — 6605’ (500 
RCD — 1030 28 (5%), ZCDA — 8202 00. 
Die Diag. q — 695,5. 


§. 439. Aufgabe II. Für das Viereck ABCD 
(Fig. 32.) find die drei Seiten AB Sa, BC = b, DA=d 
gegeben, nebſt den von ihnen eingeſchloſſenen Winkeln A und 
B; man ſoll die vierte Seite CD, nebſt den Winkeln C und 


D berechnen. 
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Aufloͤſung. 

Erſte Methode. Man ziehet eine Diagonale, etwa 
BD, und wendet $. 436. zuerſt auf AABD, dann auf 
ACBD an. 

Zweite Methode. Man verlaͤngert die Seiten BC, 
AD, bis fie ſich in E ſchneiden; wendet dann F. 435. I. auf 
ABE, dann $. 436. auf ECD an. 

Dritte Methode. Man kann auch durch Huͤlfslinien 
die Rechnung auf Berechnung rechtwinkliger Dreiecke zu— 
ruͤckfuͤhren. Es dienen dazu Lothe CP, D, die man aus 
C und D auf AB, und noch das Loth DR, das man aus 
D auf CP faͤllet. Dann ſtellt man Rechnungen an über: 
1) AADQ, 2) ABCP, 3) ADCR. 

Zahlenbeiſpiel. 2 = 914, b 518, d = 417, A = 820, 
B 83e giebt CD 799, 27, C Y SY (30%, LD = 10501008). 

Will man auch den Inhalt berechnen, ſo iſt dies beſonders be— 
quem bei der dritten Methode. Man findet ihn — 395720. 

$. 440. Aufgabe III. Vom Sechsecke ABCDEF 
(Fig. 33.) find die Seiten a, b, c, d, e, t und die drei Win⸗ 
kel B, C, F gegeben; man ſoll die übrigen Winkel und den 
Inhalt berechnen. 

Aufloͤſung. Durch die Diagonalen AD, AE ent. 
ſtehet 3 
I) ein Viereck ABCD. Auf dieſes kann man den vori— 
gen $. anwenden. 

2) ein Dreieck AEF. Auf dieſes laſſen ſich die For: 
meln der zweiten Beſtimmungsart anwenden. 

3) ein Dreieck ADE. In dieſem kennt man jetzt alle 
Seiten, kann daher §. 437. anwenden. 

§. 441. Aufgabe IV. Von einem Viereck (Fig. 32) 
find die gegenuͤberliegenden Seiten A Sa, CD=c und 
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alle Winkel gegeben; man ſoll die Seiten AD, BC und den 
Inhalt berechnen. 

Aufloͤſung. Sind die Seiten AD, BC bis E ver: 
laͤngert, ſo iſt jedes der Dreiecke ABE, CDE nach der er⸗ 
ſten Beſtimmungsart beſtimmt. Man kann daher AE, BE, 
CE, DE und die Inhalte jener Dreiecke berechnen. Dann 
findet man die geſuchten Groͤßen durch Subtractionen. 

Zahlenbeiſpiel a= 517,3, A = 790, B = 680, 

r l, =, ie. 


* 


Es kommt 
AE = 880, 64, BE = 932, 35, ABE — 223595 
DE — 513, 00, CE = 464, 54, AcDñꝗE — 64898. 
Folglich 
AD = 367,64 BC = 467,81 das Viereck — 158697. 


§. 442. Aufgabe V. Von einem Dreiecke find alle 
Winkel und die Seite AB gegeben; man ſoll die durch das 
Loth, CD gebildeten Abſchnitte der Baſis AD, DB berechnen. 
Aufloͤſung. 
Erſte Methode. Nach $. 431. Gl. (B) hat man 


Be AB 
O cot ＋ cotB’ 


dann AD = CD. cot, DB= CD.cotB. 

Zweite Methode. Man mache (Fig. 34.) DE=DB 
und ziehe CE, fo it CE = CB, ZECD = BOD, 
ZLACE = CED CAE = CBA CAB = B — A. 
Nach F. 430. Zuf. iſt nun 

AB: AC S sind : sinB 

AC: AE = sin AEC: sin ACE sin B: an (BA) 
daher AB: AE = sin C : sin(B—A) 
oder (AD-+-DB) :(AD— DB) = sin (BA): sin(B— A). 
Dies giebt den Lehrſatz: Die Summe der Abſchnitte der 
Baſis verhält ſich zu deren Differenz, wie der Sinus der 


2 
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Summe der Winkel an der Baſis (oder der Sinus des Win— 
kels an der Spitze) zu dem Sinus der Differenz dieſer Win⸗ 
kel. 

Man hat alſo die Differenz der Abſchnitte durch die Gl. 

AD DB — Ain. 
sin C 
Weil nun auch AD ＋ DB = AB bekannt iſt, fo bekommt 
man leicht die einzelnen Abſchnitte. Will man dann noch die 
Hoͤhe CD kennen lernen, ſo hat man 5 
CD = AD. tgA = DB. tg B. 


$. 413. Aufgabe VI. Vom Vierecke ABCD (Fig. 32) 
iſt gegeben die Seite AB, nebſt den vier Winkeln BAC, 
BAD, ABC, ABD; man ſoll CD berechnen. 

Aufloͤſung. 

Erſte Methode. Man wende $. 430 oder §. 435. I. 
auf die Dr. ABC und ABD, dann $. 431 oder $. 436. 
auf ACD oder BCD an. 

Zweite Methode. Faͤllt man die Lothe CP, DO, 
DR, fo kann man erſt, nach vorigem §., berechnen AP, 
CP, AL, DO, dann QP = DR, CR und CD. 

Zahlenbeiſpiel. Es ſey AB — 750, 


ZLBAC — 37040, ABC — 117030 
ZBAD — 1100 ,, LABD — 38020‘, 
Dann iſt CD = 1563,8, 


$. 444. Aufgabe VII. Vom Dr. ABC find alle 
Winkel A, B, C nebft der Summe zweier Seiten AC+H-BC=s 
gegeben; man ſoll die Seiten berechnen. 


Aufloͤſung. Die entfprechende Conſtructions⸗Aufgabe 
iſt in $. 161. 1 vorgelegt. Die Conſtruction geſchiehet folz 
gendermaßen. Man bildet (Fig. 35) aus AE Ds, ZBAE-A, 
ZBEA 2 C das Dr. ABE, dann beſtimmt man den 
„Geometrie Thl. II. 9 
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Punkt C, durch CBE = AEB —= 2 C, oder durch den 
geometriſchen Ort von $. 88, nämlich ein BE in F halbi⸗ 
rendes Loth, fo daß BC = EC. Dann ift ABC das ge⸗ 
ſuchte Dreieck. 

Aus dieſer Conſtruction laͤßt ſich nun leicht eine Vor— 
ſchrift zur Aufloͤſung der Rechnungs⸗Aufgabe herleiten. Man 
berechnet, nach den fuͤr die erſte Beftiminungsart des Dr. 
gegebenen Formeln (F. 430 oder §. 435. 1) aus AE s, 
BAE = A, CAEB = 2 C, die Linie AB allein, oder 
auch außer derſelben noch BE. Dann findet man AG und 
BC durch Anwendung derſelben Formeln auf das Dr. ABC; 
oder man beſtimmt für das rechtwinkl. Dr. BFC aus der 
Kathete BF und dem W. FBC = z C, die Hypotenuſe BC, 
worauf ſodann AC = s— BC. 

Formeln, nach der erſten Art. 


N s. sin IC s sin 10 
Fuͤr ABE iſt (1) AB= sin(A+IC) zz sin (Bc) 
AR 


Für ABC () DC 
0) AC—=D. sin B 
(4) BC D. sin A. 
Nach der zweiten Art. 
8 8 
Fur ABE (I) D/ an UN = in (B-FIC) 
2) AB D’.sin}C 
(3) BE — D’. sin A. 
y BE 
Fuͤr ABFC (4) BC A. EC" 
Dann ift (5) AC - BC. 
Zahlenbeiſpiel. CA = 405, CR S 594, CC 
740 12“, und s = 47,95. Hieraus kommt AB — 29, 074, AC— 25,822, 
BC — 22, 128. 
Anm. Man bemerke, wie bier die Aufloͤſung einer Aufgabe 
durch Conſtruction den Weg bahnte zur Auflöfung der entſprechenden 
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Rechnungs-Aufgabe. Gleiches kann von vielen andern Conſtructions- 
Aufgaben gezeigt werden; fo z. B. von den übrigen Aufgaben des F. 161, 
von denen des §. 162, und denen des §. 184. 


III. Rein goniometriſche Formeln, die den arith— 

metiſchen Zuſammenhang der Functionen ſolcher 

Winkel darſtellen, welche ſelbſt in einem gewiſſen 

Zuſammenhange ſtehen; nebſt einigen Anwendun- 
gen dieſer Formeln. 


§. 445. Aus den Sinus und Coſinus zweier Winkel 
a und b werden die Sinus und Coſinus ihrer Summe arb 
und ihrer Differenz a—b durch folgende Formeln ausgedrückt. 
[1] sin (agb) = sina, cosb + cos a. sinb 
[2] cos (ab) = cosa. cosb — sin a. sin b 
[3] sin (ab) = sina, cosb — cosa. sinb 
[4] cos (ab) = cosa, cosb + sina, sin b. 
Beweis. Man habe (Fig. 36) einen Winkel MAR=a; 
an denſelben ſey angelegt RAS b, alſo MAS S aq b. 
Aus einem beliebigen Punkte B in As ſey auf AM das Loth 
BE, auf AR das Loth BD, ferner ſey aus D auf BC das. 
Loth DE, auf AM das Loth DF gefällt. AB heiße r (es 
kann als Radius eines Kreiſes gedacht werden, doch iſt 
dies nicht noͤthig), ſo iſt: 
CB D x. sin (a b), AC = r. cos (a ＋ b), 


DB = r. sinb, AD S r. cosb. 
Nach §. 52 iſt ZEBD —= a, folglich 
EB = DB. cosa = r. cosa. sinb, 


CF = ED = DB. sina = x. sina. sin b. 
Dann CE= FD = AD. sina . sina. cosb, 
AF = AD. cosa = r. cosa. cos b. 
9* 
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Nun iſt CB CE + EB 
Ad = AF CF. 
Setzt man in dieſe beiden Gl. ſtatt der Linien die obigen 
Werthe derſelben, und ſchafft den Factor r fort, fo ergeben 
ſich die Formeln [1] und [2]. 
Um [3] und [4] zu beweiſen, muß man (Fig. 37) im 
W. MAR = a den Theil RAS — b machen, fo daß 
MAS S a—b. Dann ſchreitet der Beweis auf ähnliche 
Art fort, wie der vorige an Fig. 36. Zuletzt entſtehen dann 
die Gl. [3] u. [4] aus CB SCE BE u. AC AFN FC. 


Anm. 1. In den Figuren ſind die Winkel a und b beide ſpitz, 
fo wie auch ab und a — b. Es koͤnnen aber in Hinſicht der Größe 
der Winkel mancherlei andre Faͤlle Statt finden, von denen verſchiedene 
Lagen der Punkte und Linien der Figuren abhaͤngig ſind. In allen die⸗ 
ſen Faͤllen werden ſich aber bei genau analogen Huͤlfsconſtruetionen, und 
bei confequenter Anwendung des E und — auf die Linien und die 
Winkelfunctionen, die in den Beweiſen angewandten Gleichungen durch⸗ 
aus als richtig bewähren, fo daß die Endrefultate, d. h. unſre 4 For⸗ 
meln, ſelbſt jedesmal richtig ſeyn muͤſſen. 

Eine andre Art, die Verallgemeinerung der 4 Gleichungen zu er— 
halten, findet man z. B. in den Eléments de Geomötrie von Legendre, 

Anm. 2. Unſre Formeln gelten ſelbſt fuͤr negative Winkel. 
Dies ergiebt ſich ebenfalls, wenn, bei gehörigen Huͤlfsconſtructionen, 
das + und — genau, auch mit Ruͤckſicht auf die Saͤtze von F. 422, 
angewandt wird. 

Durch Anwendung negativer Winkel laͤßt ſich ſelbſt ein Zuſam⸗ 
menhang zwiſchen [1] und [3] nachweiſen. Man fege, in [1] ſey b ein 
negativer Winkel, der mit n bezeichnet werden möge, fo hat man 

sin (a E n) — sina.cosn -+ cos a. sin n. 
Es ſey nun n — p, wo p ein poſitiver Winkel, fo hat man an 
= a—p, und (F. 422) cos n — cosp, sinn — sin p, alſo 

sin (a — p) sin a. cos p ＋ cosa. (— sin p) 

= sina.cosp + (— cosa sinp) 
sin a. cos p — cosa. sin p. 


Auf gleiche Weiſe iſt auch [4] von [2] abhängig. 
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Gleiche Bemerkungen, die auch das Gedaͤchtniß im Behalten der 
Fodrmeln unterſtuͤtzen, koͤnnten auch im Folgenden bei vielen Gleichungen 
germacht werden. 

Anm. 3. Aus beiden Gl. [1] und [2] zuſammen koͤnnen auch 
diee [3] und [4] folgendermaßen abgeleitet werden. Man hat 2 
a — b ＋ b. Hier! betrachte man a — b als den einen, b als den 
anadern Theil, jo hat man nach [1] und [2] 

sin a — sin (a- b) . cos b + cos (a- b). sinb 

cos a — cos (a b) . cos b — sin (a—b), sin b. 
Man multiplicire die erſte dieſer Gl. mit cos b, die zweite mit sin b, 
unnd ſubtrahire die zweite von der erſten, fo bleibt (wegen cos b? + 
sinn b? — 1) 

sina, cosb — cosa, sinb — sin (a—b) d. i. PB]. 
Mdeultiplicirt man aber die erſte mit sin b, die zweite mit cos b, und 
adddirt, ſo kommt 

cos a, cosb + sina, sinb = cos (a—b) d. i. [4]. 

Anm. 4. Uebrigens iſt ſelbſt die Formel [2] von [I] abhängig. 

Naͤaͤmlich, nach §. 416. III iſt 
cos (a b) — sin ((Na) + b) 
alſſo, nach [1] = sin (Ra). cosb + cos (Ra), sin b 
= cos a, cosb — sina. sin b. 

Anf ahnliche Weiſe entſtehet auch [4] aus 3]. 

Anm. 5. In den Formeln [I] bis [4] find viele frühere enthal⸗ 
tenn, welche die Beziehungen zwiſchen den Functionen ſolcher Winkel bes 
treeffen, deren Summe oder Differenz ein Vielfaches des rechten Winkels 
übt, Man findet z. B. 

W sin R. cos a cos R. sina 
— cos a 0 2 en 
cos (Ra) — cost , cosa sin R. sina 
= Nena! Zu sein 
sin (Ri) — sin 2R. cosa = cos? . sina 
= 0 Fin = Sina 
u. ſ. w. 

Anm. 6. Selbſt die Gl. 1 sina? ＋ cos a? iſt unter [4] 
beegriffen. Man erhält fie daraus, wenn man 2b ſetzt, und anwen⸗ 
deet, daß cos — 1. 
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Anm. 7. Die Gl. [1] kann auch mittelſt des Ptolemaͤiſchen 
Satzes (F. 274) bewieſen werden. Man ziehe (Fig. 38) in einem Kreiſe 
den Durchmeſſer MN, und mache ZNMA = a, NMB = b, alſo 
AMB — a Tb. Nach dem erwähnten Satze hat man nun 

MW. AB — AN. M ＋ BN. Ma. 

Es iſt aber, wegen der rechten Winkel an A und B 

AN = MN. sin a, MA = MN. cos a, 

BN = MN. ein b, MB = MN. cos b, 
und auch (vergl. J. 434. Anm.) — 

AB = MN. ein (arb); 

dieſe Werthe ſetze man in die obige Gleichung, und dividire auf beiden 
Seiten mit MN, fo hat man Gl. [1]. 

Auch Gl. [3] kann auf aͤhnliche Art bewieſen werden; es muß 
nur dabei ſtatt MB eine Linie wie MB’, zwiſchen MA und MN, ange 
wandt werden. 

$. 446. Aus den 4 Formeln des vorigen $. laſſen ſich 
nun eine Menge andrer Formeln, durch bloße Rechnung, nur 
unter Zuziehung fruͤherer Formeln (beſonders derjenigen der 
F. 399, 400, 401.) ableiten. Es wird dieſen Formeln dies 
ſelbe allgemeine Guͤltigkeit zukommen, wie den [1] bis [4] 
und uͤberhaupt allen denen, welche dabei angewandt werden. 

F. 447. Zunächft findet ſich, weil tg 6-0 e 
(. 401), aus [1] und [2] 

sin a, cos b eos a, sinb 
Bun) = e erb ae unh 
und, indem man hier Zähler und Nenner mit cosa. cos b 
dividirt 1 
BI weh) = b 


Aehnlich folgt aus [3] und [4] 
8 — te b 
[BA 


Formeln für cot(a = b), sec (a b), cosec (a b) laſ⸗ 
ſen ſich eben ſo leicht ableiten. 
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§. 448. Man ſetze in [1] und [2] a+b ftatt a und 
c ftatt b, fo entwickelt fich 
sim (a bc) = sin (a b). cosc + cos (a A b). sin e 
cs (a bc) = cos (a b). cosc — sin (a ＋ b). sin c, 
umd ſetzt man nun ſtatt sin (a Ab) und cos (a Ab) ihre Werthe 
aus [1] und [2], fo erhält man 


sin(a--b-+c) = sina, cosb. cosc ＋ cosa. sin b. cos c 
-+-cosa.cosb. since — sina. sin b. sin c, 
cos (a be) = cosa. cos b. cosc — sina. sinb. cos c 


— sina. cosb. sin c — cos a. sin b. sin c. 
Aus dieſen Gl. oder auch aus [5] kann man herleiten 
be. . e 

Weiter wuͤrden ſich nun leicht Formeln fuͤr die Sinus, 
Ccoſinus und Tangenten der Summen von 4, 5, Win 
felln ableiten laſſen. 

8. 449. In [I] und [2] ſetze man a ſtatt b, fo kommt 

171 sin 2a — 2. sina. cos a 

181 eos 2a =. casa? — sina?2, 

Auf ahnliche Art würden ſich aus den Gl. des vorigen $. 
Formeln für sin 3a, cos 3a u. ſ. w. ergeben. Auch Formeln 
für ig2a, tg3a u. ſ. w. koͤnnen leicht entwickelt werden. 

Anm. Die Gl. [7] bat ſich ſchon in $. 426.1. Anm. auf einem 
anddern Wege, durch eine beſondre Conſtruction ergeben. 

9. 450. Theils durch Addition theils durch Subtraction 
enitſtehen aus [I] und 11, dann aus [2] und [4] die Glei⸗ 
chungen 

191 sin (a b) + sin (a — b) = 2. sings. cos b 

[10] sin (a b) — sin (a — b) = 2. cosa. sinb 

[11] cosa b) + cos (a b) = 2. cosa. cos b 

[12] cos (ab) — cos (a b) =— 2. sina. sin b. 
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Man ſetze arb u, und a — be v 
ſo wird a— it! 
Subſtituirt man dieſe Werthe in die eben gefundnen Gl., fo 
bekommt man: 


„% und rt, 


* 


19 7 sinu + sinv = 2. sin , cos 2ZY 
[10] sinu — sin v = 2. cos hr ein 
2 
[11] cosu & cosv — 2. cos “tr co 
[12] cosu — cos v =—2.sin “tr . sim — 


Dieſe 4 Formeln ſind mit den 4 obigen, aus denen ſie 
auf rein arithmetiſchem Wege abgeleitet ſind, im Weſentlichen 
identiſch. Ein Zahlenbeiſpiel, welches unter einer der Formeln 
19] bis [121 begriffen iſt, kann auch immer der entfprechen; 
den Gk. aus [9] bis [12] untergeordnet werden. 

$. 451. Man addire [8] zu 1 = cosa® + sin as, 
ſo findet man 

1131 1 ＋ cos2a = 2 cosas 


[13] cosa S ron EZ. Vos 2a. 
Man ſubtrahire [8] von 1 = cosa + sina?, fo kommt 

[14] 1 — cos2a = 2.sina* 

[14] sina e SEF. cos. 

Anm. 1. In [13 und [14 haͤngt das Vorzeichen von der 


Beſchaffenheit des Winkels a ab. Iſt a ein ſpitzer Winkel, fo gilt +. 
Anm. 2. Statt 22 ſetze man P, ſtatt a alſo 4 , fo iſt z. B. 


cos 4 — En Alma u, ſ. w. 


Anm. 3. Die Gl. [13] u. [14] finden ſich auch als befondre 
Falle von [LE] u. [12], wenn man ſtatt b ſetzt a, und cos 0 — 1 an⸗ 
wendet. 
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Anm. 4. Man ſetze in [13] und [14] 2a = 900 — ꝙ, fo ger 
hen dieſelben uͤber in 
I ＋ sinp = 2. cos (450.— 4 ꝙ)2 = 2. sin (450. Ip)? 
1 — sin ꝙ — 2. sin (45 — 19)? — 2. cos (450 + 4 ꝙp)2. 
Anm. 5. Formeln, welche die Abhaͤngigkeit des sina und cos a 
von sin 2a ausdruͤcken, alſo den Gl. [13] u. [14] verwandt find, ber 
kommt man ſo: Man verbinde mit J 
1 = cos a2 ＋ sina? 
die Gl. [7]! sin 2a = 2sina. cosa, 
ſowohl durch Addition als Subtraction, ſo bekommt man 
1 ein 2a — (cosa + tin a)? 
1 — sin 2a = (cos a — sina)? 


daher cos a ＋ sina 2 1 ＋ sın 22 


cosa — sina = VI ein Za 
und cosa TI sın 2a =4Vl—un2 
sin a II em Za 17 — n Za. 
Iſt 2a ein poſitiver ſpitzer Winkel, alſo a ein Winkel zwiſchen O und 
450, ſo gelten allenthalben die oberen Vorzeichen. 
$. 452. Man dividire [14] durch [13], fo kommt 
— 1 — cos 2a 1 1— cos 2a 
[15] ga? = I cos Za G Eg 
Dieſe Formel kann ſo umgewandelt werden 
2 — (1 — cos Za). (1 — co 22) (1 — cos 2202 
8a (cos za). (1 — cos 2a) I cos 2a? 
— (d—cos 2a)? 
sın Ja® 


1 — cos 22 


Folglich [16 tga = —a 
woher [16] tga = cosec2a — cot 2a. 
Auf eine aͤhnliche Art findet ſich 


[17] co — ee es 


1— cos 2 1 cos Ta 
— 1 ＋ cos 22 
L161 cota = 2 


[18SY cota = cose 2a + cot2a. 
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Aus [16] und [18] entſtehet 
[19] cota + tga = 2. cosec2 a — zii 
2 
[20] cota — tga= 2. cot2a = * 
Anm. 1. Die Gl. [16 und (187 werden, für einen ſpitzen 
Winkel 2a, fo durch Conſtruction bewieſen: 
In Fig. 39. ſeyen am Quadranten MAN die Winkel MAB—2 a, 
MAC — a nebſt 
AP = Cotec 2a, NP = Cot 22 
N Cot a. MV=Tga 
eonftruirt, fo hat man ZPAQ— ZMAQ— ZPQA, alſo AP P. 
Nun mache man PW — AP— P, fo it ZWAQ = 900, daher 
ZNAW — MAV, und WN = MV, Dann iſt 
MV = WN = WP—NP — AP—NP, 
oder . Tga — Cosece 2a — Cot 2a, woher [16]; 
und NQ = PONY S AP-+-NP, 
oder Cota= Cosec 22 + Cot 22] woher [18]. 
An m. 2. Ein Beweis von [15] findet ſich auch, unter Grund» 
lage von Fig. 25, aus der in §. 427. bewieſenen Gl. 


4 e — b 
18 K A = hy 
b 
wenn man bemerkt, daß cos A — 3 
An m. 3. Man hat 


Er cosa sina cos a? sina? 
N er) Der sina, cosa 


Bringt man nun die Gl. cosa? T sina? — 1, und [7] und [8] zur 
Anwendung, fo ergeben ſich auch auf dieſem Wege die Gl. [19] u. [20]. 
Anm. 4. Entwickelt man aus [15] den Werth von cos 2 alge- 
braiſch, ſo findet ſich 
2 
cos 2a — an 

Multiplicirt man dieſe Gl. mit der fich leicht aus [5], unter der An- 

nahme a — b, ergebenden Gleichung 

; Atga 


tg 2a — Tiger 
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ſo erſcheint 8 

5 Ate a 

tin 242 — Dig 
Die Richtigkeit dieſer Gleichungen beſtaͤtigt ſich auch durch Umwandlung 
derſelben mittelſt iga — 8 j 


8. 453. In [11] erſetze man a durch ma und b durch 
a, ſo iſt ab = (m I). a und a—b = (m- J). a, 
und man hat 
cos (m). a + cos (m-). a 2. cosa. cos ma, 
oder 2149, cos (m) a = 2. cos a. cos m a cos (m) a. 
Es kann hier m jeden beliebigen Zahlenwerth bedeuten. 
Setzt man aber dafuͤr ganze Zahlen, und zwar nach der 
Reihe 1, 2, 3 u. ſ. w., ſo bekommt man 
cos 2a 2. cos a. cosa — cos 0 
cos 3a 2. cosa. cos 2a — cosa 
cos 44a — 2. cosa. cos 3a — cos 2a u. ſ. w. 
Aus dieſen Gl. entſtehet 
cos 2a 2. cosa — 1 (einerlei mit [13]) 
cos 3a 2. cosa. (2 cosa: — I) — cosa 
alſo [22] cos 3a — 4cosa’ — 3 cosa. 
cos 4a — 2cosa. (4cosa? — 3cosa) — (A cosa — ]) 
oder 23 cos 4a — 8cosa* — Scosa* +1. 
cos 54a 2. cosa. (S cosa! — 8cosa* ＋ I) 
— cos a — 3 cos a) 
oder [24] cosda = 16. cosa — 20. cos a: + O cosa. 


u. ſ. w. 
Anm. Aus Gl. [10] wuͤrde man finden 
sin (m EI) a 2. sin a. cos ma + sin (m— a, 


die weitre ähnliche Anwendung dieſer Gl. iſt aber weniger einfach, und 
kann hier unterbleiben. 
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§. 454. Den Gl. [91 bis [12] analog hat man fol⸗ 
gende Gl. fuͤr die Summen und Differenzen von Tangenten 
oder Cotangenten: 


ein (a ＋ b) 

[25] ga ＋ ib cos a. cob 
in (a — b 

[26] ga — gb = men = 
+ — ein (a ＋ b) 
[27] cota A cotb = —, Me 


sin (a — b) 
sina , sinb ” 
Man findet dieſelben mittelft der Gleichungen des $. 401 und 
mittelſt [I] und [3J. Auch für cot a igb kann man aͤhn⸗ 
liche Formeln herleiten. 

$. 455. Aus den vier Gl. [9] bis [12] kann man, 
indem man an jedem Paare derſelben eine Diviſion vornimmt, 
ſechs neue Formeln ableiten. Zwei derſelben ſind: 


[28] cota —cotb = — 


u—v 
29 sinu — sinv __ 5 — 
[ 1 sınu + sıny uE 
N 1g 2 
cosu — cos v u-v u- 


cos u ＋ cosy "—" 
Ganz auf aͤhnliche Weiſe finden ſich ſechs Gleichungen 
aus den vier Gl. [25] bis [28]. Nur dieſe mag bemerkt 
werden: t 
tga —tgb __ sin(a—b) 
[31] tga—+ igb in (ab) 
§. 456. Aus den bisher entwickelten allgemeinen For⸗ 
meln kann man eine Menge mehr ſpecielle Gleichungen her— 
leiten, indem man fuͤr gewiſſe in ihnen enthaltene unbeſtimmte 
Winkel, beſtimmte Werthe, z. B. 45°, 30° ſetzt, deren 
Functionen ſchon bekannt find. (5. 403. III, IV.) 3. B.: 
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Aus [I] entſtehen, wegen sin 455 cos 455 , 
die Gleichungen 
sin (45 ＋ ) = ZV2.cosp + 2/2. sin ꝙ 
sin (45 — ) = 27/2. cosꝙ — 2 2. sin ꝙ. 
Daher [32] cos ꝙ + sin ꝙ = 2. sin (45 + 0 
[33] cos ꝙ — sin ꝙ = 2. sin (45 — ꝙ). 
Wegen 1845 — l entſtehet aus [5] u. [6]: 
651 154g) = 0 


= 
= 1l— 
1351 65 —9) TFA 


Wegen sin 30 —= #, cos 30 — 23 hat man 
sin (30 + Q@) = Zcosp ＋ 2/3. sin ꝙ 
sin (30 — Q) = Zcosp — 2/3. sinꝙ. 
Alſo [36] sin (30 ＋ ) + sin (30 — 9) = cosp. 
Dieſe Formel kann auch als beſondrer Fall von [9] 
angeſehen werden. 


Rechen vortheile. 


8. 457. Sehr Häufig koͤnnen Rechnungen, namentlich 
logarithmiſche, ſelbſt wenn fie an ſich nicht Winkel betreffen. 
durch Anwendung goniometriſcher Functionen von Winkeln, die 
man als Huͤlfswinkel in die Rechnung einführt, bedeutend 
erleichtert werden. Es werden dabei logarithmiſch-trigono— 
metriſche Tafeln vorausgeſetzt. Kunſtgriffe dieſer Art, welche 
beſonders einfach oder häufig anwendbar ſind, ſollen jetzt ge— 
zeigt werden. f 

§. 458. I. Aufgabe. Zwei Zahlen a und b find nicht 
ſelbſt, ſondern nur durch ihre Logarithmen gegeben; man ſoll 
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den Logarithmen der Summe a-+b berechnen, ohne die Jah: 
len a und b ſelbſt durch Aufſchlagen in den Logarithmenta⸗ 
feln zu beſtimmen. 


Aufl. Es iſt a Lb = 2. 0 0. 
Man ſetze nun 2 = tip? 


b 
alſo ar 89 V 
wo ꝙ den Huͤlfswinkel bezeichnet, ſo entſtehet 
a ＋ b = 2.6 ＋ Da. (I tgp) = a.secp?, 


oder (2) a＋b za 
Die Gl. (Y) und (2) ſprechen die Vorſchrift zu der logarith— 
miſch⸗goniometriſchen Rechnung aus, durch welche log (arb) 
gefunden wird. 

1I. Aufgabe. Unter gleicher Annahme und unter glei; 
cher Bedingung ſoll man den Logarithmen der Differenz a— b 
beſtimmen. 


Aufl. Es iſt ab a. 9. 


Man ſetze nz = sinp?, 

alfo () sin ꝙ = V . 

Dann kommt a — b — a.(1— 2) = à. (1 — sing?) 
oder (2) a—b = a. cos ꝙ. 


Anm. Dieſe Rechenvortheile ſind eben nicht von Bedeutung. Zu 
noch bequemerer Auflöfung beider Aufgaben dienen gewiſſe Huͤlfstafeln, 
deren Einrichtung zuerſt von Gauß angegeben iſt, und die man ſchon 
manchen logarithmiſch-trigonometriſchen Tafeln beigefuͤgt findet. Die 
Erklärung uͤber Einrichtung und Gebrauch dieſer Tafeln gehoͤrt aber 
nicht hieher. 
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$. 459. I. Aufgabe. Aus den Zahlen a und b, oder 
auch aus ihren Logarithmen, die Zahl a? — b* oder a —b *, 
oder auch nur die Logarithmen dieſer Zahlen zu berechnen. 


Aufl. Es it a — be = 2. (A0 


Man 55 3 sin ꝙ = =, 
fo ift —b? = a?.(1—sinp?), oder 

8 2 — ba a?.cosp? und Va?—b? — a. cos ꝙ. 

Anm. 1. Sind die Zahlen a und b ſelbſt, nicht bloß ihre Lo, 
garithmen gegeben, fo kann die Rechnung ſchon dadurch erleichtert wer— 
den, daß man a2 — be in (ab). (a—b) verwandelt. 

Anm. 2. Man kann obige Vorſchrift auch aus Betrachtung 
eines rechtwinkligen Dreiecks ableiten, in welchem a die Hypotenuſe, 
b eine Kathete, / —bꝛ die andre Kathete if. Dabei iſt @ der 
Winkel, welcher der Kathete b N liegt. 


Anm. 3. Sb | a, alſo — 1, ſo kann 1 nicht — sinp 
geſetzt werden, und Va?—b? wird 8 nämlih = Vb. i, 
wo i bedeutet V— 1. 2 

II. Aufgabe. Aus a und b, oder den Logarithmen 
dieſer Zahlen, zu beſtimmen a bs oder Vas bs. 

Aufl. Die Regel iſt in den Gleichungen enthalten 


() gp = 
(2) 8 = ge Vv®+b = =. 
Die Ableitung ftügt ſich auf I+-tgp?* sec ꝙ Saum 
Anm. Die Regel ergiebt ſich auch aus Betrachtung eines recht 
winkligen Dreiecks, deſſen Katheten a und b find. 
$. 460. Aufgabe. Es find die Logarithmen der Zah: 
len a und b gegeben; man ſoll einen der Werthe 
2 — b a ＋ b a — b a E b 
> . eb. VE 
oder den Logarithmen eines derſelben beſtimmen. 
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Erſte Aufloͤſung. 
b 
1 
Es i 8 
e 


Man ſetze nun 
() cos ꝙ = > 
fo hat man, nach $. 452. [15] 


Im 84%, 
— b \ 
= u, ee 
alfo (2) 
Vb . Sa =cotp. 
Zweite Auflöfung. 
Man ſetze (1) 1gꝙ 3 
Folglich, vermittelſt $. 456. [34] und [35] 
—5 b 
5 b 18 (45 — 0), 05 ＋ 9) 
— — ——ů— 
b Ve’ 0), iS ). 


§. * I. Aufgabe. Aus dem gegebenen log a zu 
beſtimmen log N 
Aufl. Man ſetze (I) a = cotꝙ, 
ſo iſt a ＋ ＋ = cotp + tg ꝙ, alſo, nach $. 452. [19] 
i 2) a —＋ — 10 20 
II. Aufgabe. Aus loga zu beſummen log (a — 9. 
Aufl. Man ſetze (I) a = cotꝙ, 
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ſo iſt a — — = cotꝙ — 189, alſo nach $ 452. [20] 
1 2 
5 (2) a — — 220° 

§. 462. Aufgabe. Die Zahl x = psinA q cos A 
durch Logarithmen und Huͤlfswinkel zu berechnen. 

Aufl. Wäre ſowohl p wie q kleiner als 1, und 
pe q? = 1, fo koͤnnte man p = cos ꝙ, q = sing ſetzen, 
und es waͤre x cos ꝙ. sin A A sin ꝙ. cos A sin (Aq) 
Dies leitet zur Erfindung folgender Behandlung: 

Man darf ſetzen (a) p= m. cos ꝙ 

(b) q = m. sin ꝙ, 
wo m eine Huͤlfszahl, ꝙ ein Huͤlfswinkel. Dann folgt aus 
dieſen Gleichungen 


und es wird 

* m. (cos ꝙ . sin A A sin ꝙ . cos A) = m.sin(p+A) 

alſo, indem man hier ſtatt m einen ſeiner Werthe ſetzt: 

E En. PR 
Mi, F sin(p+A) oder = . F sin (G -A). 

Anm. 1. Die Formeln find allgemein richtig, und daher auch 

für Fälle anwendbar, wo eine der Zahlen p und q in ſich negativ iſt. 

Man koͤnnte aber auch fuͤr einen ſolchen Fall die Rechnungsvorſchrift be⸗ 

ſonders ableiten. Z. B. für 5 


x — fein A — gcos A, 
bekommt man, wenn man ſetzt 
f m cos ꝙ, g D msin ꝙ. 
die Gleichung x — m. sin (A-), und daher die Vorſchrift 
0 6% = | 
2 — f = * — [4 5 2 
(2) = D sin (A— ) — 3 5 sin (A-). 
Geometrie Thl. II. 10 
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Anm. 2. Man konnte auch annehmen 


p m. sin &, q m. cos M. 
Dann waͤre (1) 18 = = 
Ox m. cos (A- q) = ee (A-) 
EL 8 
o S). 


Es kommt aber uberhaupt nicht darauf an, daß man dieſe For— 
meln auswendig wiſſe, ſondern nur darauf, daß man ihre Ableitungsart 
kenne. Dann wird man in jedem vorkommenden Falle die Anwendung 
der einen oder der andern Methode leicht machen koͤnnen. 


* * * 


Auflöſung von Aufgaben, in welchen Winkel geſucht 
werden, jedoch ohne Beziehung auf Figuren. 


§. 463. Aufgabe. Den unbekannten Winkel x für 
die Gleichung psinx ＋̃ ꝗcos x Sa durch Huͤlfswinkel zu bes 
rechnen. 5 

Aufl. Das Verfahren iſt dem von $. 462. hoͤchſt aͤhn⸗ 
lich. Man ſetze 


p= m cos ꝙ 


woraus (il) tgp 


2 
| 


und 2 
. sin @ cos (p 
Dann iſt mcosp.sinx + msinp.cosk = a 
oder m. sin ( X) = a 
alſo (2) sin(p-+x) = un = re, 
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Iſt hiedurch ꝙ Tx beſtimmt, fo erhält man x durch Sub⸗ 
traction des aus (J) bekannten p. 


Exempel. 10sinx + IIcosx = 13 5 
giebt ꝙ = 470 43“3/ S x — 600 58058“ oder = 1190 12% 
daher x = 130 15/23“ oder * = 71017727“. 


Anm. Um die Aufgabe algebraiſch zu loͤſen, koͤnnte man sinx 
als geſuchte Unbekannte betrachten, und etwa z nennen. Dann wäre 
cos x — VI-— 2, und man hätte > 

9 vıZ pe 
Hieraus wuͤrde durch Quadriren und Ordnen die quadratiſche Gl. ent⸗ 
ſte hen . 
(pP? q-) . z — 22 pz = 42 — a2, 
l Fe 

p 42 

Die Rechnung nach dieſer Formel wuͤrde aber, verglichen mit der obigen 
Vorſchrift, ſehr beſchwerlich ſeyn. 

Uebrigens laſſen ſich bei dieſer Aufgabe aͤhnliche Bemerkungen, 
wie in den Anmerkungen zu $. 462, machen. 


§. 464. I. Aufgabe. Von zwei unbekannten Winkeln 

iſt ihre Summe und das Verhaͤltniß ihrer Sinus gegeben; 

man ſoll dieſe Winkel berechnen. Oder alſo: Man ſoll die 
Gleichungen aufloͤſen: 

Äh a) xty=S 

(2) sinxisny = min. 


woher 2 = sin x 


Erſte Aufloͤſung. Durch Elimination von y und 
leichte Umwandlung kommt 
m.sm(S—x) = n.sinx 
oder m. sin S. cosx — m. cos$.sinx — n.sinx. 
Um ftatt der beiden Functionen Sinus und Coſinus nur 
eine einzige Function in dieſer Gleichung zu haben, dibidire 
man fie auf beiden Seiten durch sin x, fo iſt 
m. sin S. cotx - m. cos8 S n 
1I0ö0⸗ 
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nung m. cos8s 
daher cot x — e >= 
oder LOUR er 27 rains ＋ cotS N (A). 


Iſt hiedurch x gefunden, fo hat man y 8 — x. 
Man findet aber auch fuͤr y die Gleichung 


dt = + cot. 


m 
n. im 
Zweite Aufl. Aus (2) folgt nach einem bekannten 
Satze der Proportionslehre 
sin x — siny mn 
sinx E smy mn 
Vermoͤge §. 455. [29] erhält man hieraus 


x—y m— n x A 


18 = n 8 
oder 18 = 15 tg 2 8 (B). 


2 X — 
Dann it x = "57 + ZI 


ur Erniy wi ET 
„„ 


Anm. 1. Sind die Zahlen m unden nicht ſelbſt, ſondern nur 
ihre Logarithmen gegeben, ſo kann man die Rechnung nach (B) durch 
Anwendung von F. 460. erleichtern. Man ſetze 


n 
8 P = m 


315777 


— 


ſo iſt 37 = 86 (450 — 0 . 4838. 
Anm. 2. Auf obige Aufgabe kommt auch die Aufgabe zuruck: 
Aus den Seiten e und b eines Dreiecks, nebſt dem eingeſchloſſenen Win— 
kel A, die beiden andern Winkel B und C zu berechnen. Denn hiefuͤr 
hat man die Gleichungen 
() C+B = 1800— A 
Oc; in 2 e b. N 
Aus dieſen findet ſich, entweder 8 


b 
nach (A) cot C = u ir cot (18009 — A) i ma cot A 
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C—B —b 
oder nach (B) ig - 22 Sr tg (900 — LA) 


= =; cot A. 
Man ſiehet, daß dieſe Formeln ganz mit denen von F. 431. Zuſ. 1, 
und der von $. 436. Bem. 2. (C) uͤbereinſtimmen. 
II. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
FERNEN ED 
(2) sinx/siny=m:n 
III. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
(I) 8 
(2) cos x: cosy m n. 
IV. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen. 
W D 
(2) cos x: cosy S m: n. 
Die Aufldfungen dieſer 3 Aufgaben find der Auflo⸗ 
ſung von I. ſehr analog. Fuͤr III und IV. kann man die 
Gl. §. 455. [30] anwenden. 


$. 465. . Aufgabe Die Gleichungen zu loͤſen 
(I) Xx ＋ y = 8 


(2) tigx : tgy 2 m: n. 
II. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
ea) 2m D 
Y gx:gy=m:!n 
Die Aufloͤſungen können aus §. 455. [31] herge⸗ 
nommen werden. Man findet 


für I. sin(x—y) = m En zins, 
fuͤr II. sin (x y) = En zin D. 


m — n 
§. 466. I. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
D 8 
(2) sin x ＋ siny = s. 
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II. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
(1) 93 
(2) sin x +sny = s 
III. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
() Xx ＋ 7 . 8 
5 (2) sinx — sin y S d. 
IV. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
(I) x — y = D 
(2) sin x — siny = d. 
Aufloͤſung. Für 1 u. II. iſt die Gl. §. 450. [9 , 
fuͤr III u. IV. die Gl. [10 zu Grunde zu legen. Man 
erhaͤlt fuͤr I. z. B. 77 Aufloͤſungsformel 


— 5 — s 
cos = 2 uns 


0 Anm. Auf aͤhnliche Weiſe werden auch leicht die 4 Aufgaben 
geldſet, welche man erhaͤlt, wenn man in obigen ee ſtatt sin 
ſetzt cos. 


$. 467. I u. II. Aufgaben. Die Gleichungen zu 


loͤſen 
(I) X ＋ y S 8, oder x- Y D 
(2) sin x, siny p. 
III u. IV. Aufgaben. Die Gleichungen zu loͤſen 
(I) x ＋ y 8, oder x- y D 
(2) cos x. cosy = q. 
Auflöſungen. Vermdͤge §. 450. [12] hat man für 
I u. IE: 
cos D — c0s5 — 2sinx.siny = 2p, 
und kann hieraus, wenn 8 gegeben iſt, leicht D beſtimmen, 
und wenn D gegeben, S finden. Aus 8 und ) ergiebt ſich 
ſodann x und y. Fuͤr III u. IV. hat man auf ähnliche 
Art aus [11] 
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cos 8 ＋ cos D 2 cosx. cosy = 2.9, 
welche Gl. man auf aͤhnliche Weiſe zu benutzen hat. 
$. 468. I. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
10 x T 8 
(2) tgx ＋ tgy Ds. 
Aufldfung. Nach §. 454. [25] hat man 


gx + igy = tn =s 
ein (XY =“ ein S 
8 8 
Hiedurch iſt die Aufgabe auf §. 467. III. zuruͤckgefuͤhrt, 
und, der dortigen Aufloͤſung gemaͤß, 


daher cos x. cosy = 


2. sin 8 


cos 8 ＋ cos D = 


alſo eos D = en — c0s$, 


Die logarithmiſche Berechnung nach dieſer Gleichung 
kann durch den Kunſtgriff von §. 462. erleichtert werden. 
II. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
GWG * = 
(2) tgx ＋ tgy Ds. 
Aufloͤſung. Nach der Aufl. von J. iſt 
2. sin 8 — s. cos8 = s. cos D. 
Da von dem hieraus zu beſtimmenden Winkel 8 die zwei 
Functionen Sinus und Coſinus vorkommen, und uͤberhaupt 
die Gl. von der Form 
Dp. sinx ＋ q.cosx = a 
iſt, fo wird man ſich der Methode von §. 463. bedienen muͤſ⸗ 
ſen. Setzt man demgemaͤß 
m cos = 2 
in sin ꝙ = s, 
ſo bekommt man 
m. sin (S- q) = s. cosD 
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und hat daher die Auflöfungsformeln 
(a) tg = 3-5: 
(0 ein (S — ) = s.c cos 
§. 469. I. uofgabe Die Gleichungen zu loͤſen 
(I) x ＋ 7 8 
(2) tgx.tgy p- 
II. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
() x—-y=D 
(2) tgx . tgy = p. 
Aufloͤſungen. Nach [30] oder auch nach [11] und 


12] iſt 
2 1 cos (X Ey) — cos(x— y) 
D = itgx. tgy = cos (x + y) + cos (Xx — ) 
cos 8 — cos D 


co + cosD * 
Alſo pcosS ＋ pcosD = — cos$ + cos D. 


Daher findet ſich 
fuͤr I. cos D — 


= 2 


= s. cos D. = cos D. sinq. 


14 


= 


cos 8, 


— — 


I Zn =} 


für II. cos 8 = cos D. 


— 


* 


2 


IV. Goniometriſche Behandlung des Dreiecks und 
der Vielecke überhaupt in rechnender 
Entwicklungsweiſe. 


§. 470. Der Hauptgegenſtand dieſes Abſchnitts wied 
die goniometriſche Behandlung der Vielecke uͤberhaupt ſeyn, 
hauptſaͤchlich in Betreff des Zuſammenhangs zwiſchen den 
Seiten und Winkeln derſelben. Die Methode dieſer Bchand: 
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lung ſoll die rechnende ſeyn (oder, wie ſie wohl auch, nicht 
gam paſſend, genannt wird, die analytiſche), bei der nur 
die Fundamentalformeln durch Betrachtung einer Conſtruction, 
die uͤbrigen Gleichungen aber durch bloße Rechnung hergelei— 
tet werden. Vorher ſoll aber, hauptſaͤchlich als Vorberei— 
tung, das Dreieck nach derſelben Methode abgehandelt wer— 
den. Dabei werden ſich auf dem Wege der Rechnung For— 
meln finden, die fruͤher zur Begruͤndung der Rechnungsregeln 
fuͤr das Dreieck auf dem Wege der Conſtruction abgeleitet 
find, und fo wird ſich dabei eine lehrreiche Vergleichung beis 
der Methoden ergeben. 


Trigonometrie, in rechnender Entwicklung. 

§. 471. Man fälle (Fig. 40) auf BC im Dreiecke ABC 

aus A das Loth Ab, ſo hat man die Gleichungen 
4 BC = BD ＋ DC 
0) { BD = AB. cosB 
DU Fer ER. 

Dieſe Formeln find ganz allgemein für jede Beſchaffen— 
heit des Dreiecks ABC richtig, wie man an den Figuren 
40. a, b u. o bei gehoͤriger Anwendung des L und — er— 
kennen wird. Daher werden auch alle weiteren Folgerungen 
aus dieſen Gleichungen eben ſo allgemein richtig ſeyn. 

Man ſetze die Werthe von BD und DC aus (II) in 
(1), fo bekommt man 


BG = AB. cos B ＋ CA. PER 
oder, indem man die Seiten wie gewöhnlich bezeichnet, 
e eosB g bB ess. 


Ganz auf dieſelbe Art folgen auch die Gleichungen 
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— 2. cos C ＋ . cos A 
ce = b. cos A a. cos B. 


Dieſe drei Gl. ſprechen im Weſentlichen daſſelbe aus. Die 
erſte derſelben enthält b und c nebſt B und C auf gleichmaͤ⸗ 
ßige Weiſe, nämlich fo, daß man b, c, B; C mit c, b, G, 
B nach der Reihe vertauſchen kann, ohne die Gl. zu veraͤn⸗ 
dern; dagegen enthaͤlt ſie a, und auch gewiſſermaßen den gar 
nicht darin vorkommenden Winkel A auf eigenthuͤmliche Weiſe. 
Wir wollen daher dieſe Gleichung mit (I, a) bezeichnen; die 
beiden andern werden daher, ganz analog, mit (I, b) (I, c) 
zu bezeichnen ſeyn. Wir haben alſo 


(1,2) az c.cosB-+b. cos C 
(I,b) b = a.cooG-+c.cosA 
(I. ce Sb. cos A a. cos B. 


Fotmeln, die, jede einzeln genommen, zur unmittelba⸗ 
ren Berechnung abhaͤngiger Größen in einem Dreiecke aus 
drei gegebenen ſollen dienen koͤnnen, dürfen nur vier Größen 
des Dreiecks enthalten, eben damit ſie aus drei Groͤßen, als 
gegebenen, die vierte zu beſtimmen dienen. Solche Formeln 
koͤnnen Hauptformeln heißen. Gleichungen dagegen, wel⸗ 
che mehr als 4 Größen des Dreiecks enthalten, mögen Ne: 
benformeln heißen. Die obigen drei Gleichungen ſind ſol— 
che Nebenformeln, indem jede 5 Stuͤcke enthaͤlt. Es koͤnnen 
und ſollen aber aus ihnen eine Menge von Hauptformeln 
hergeleitet werden. 

§. 472. Man multiplicire (I, a) (I, b) (I, c) nach der 
Reihe mit a, b, c, fo entftehet 


a = à c. cos B ＋ ab. cos C 
b? = ab. cos C + be. cosA 
c = be. cos A ac cos B. 
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Durch Addition der beiden letzten und Subtraction der erſten 
Gl. kommt nun * 
-a K ba c = 2 be. cos A. 

Dieſes iſt eine Hauptformel, die mit (2, a) bezeichnet werden 
mag. Es iſt alſo 

(2, ) a2 = b?+ c 2bòœe. cos A. (Vergl. §. 431) 
Die analog gebildeten und leicht zu entwickelnden Gleichun⸗ 
gen (2, b) und (2, c) brauchen nicht hergeſtellt zu werden. 


§. 473. I. Die Gl. (2, a) giebt 


cos = Fand — 
oder cos A = ee et 11223 
JJ%%ͤͤ CC 
Oder are ++? 5 


2be 2 be 


alſo (8) oA = N el 
er 


„be 
Nach [14] iſt L—cosA — 2sinzA2, und daher dus (x) 
ini E-br9 ‚unbe 
* be 


. — 1 a—b-+e a+b—c 
ao inf A- = br. e nee, 
Daher, wenn man e mit s bezeichnet, 


(3) ein g A = ==. 


Nach [13] iſt 1 ＋ cos A — 2cosiA2, und daher aus (8) 


2 cos EA GE ER 
folglich Ar = pe 3 n oder 
(4, a) coe A = nee 
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II. Aus (3, a) und (4, a) kommt durch Diviſion 


EN N = 
(5,2) ig A — © rn — 0. — 2 
Anm. Dieſe Gl. iſt ſchon aus $ $ ve Zus. bekannt, dagegen 
die Gl. (3) und (4) waren früher noch nicht entwickelt. 


III. Durch Multiplication kommt aus (3) und (4) 
sin 2 A. cos A prer s. (a). (b). (s—e). 
Man bezeichne Vs. (s—a) .(s—b).(s—c) mit F, fo iſt alſo 
sinzA .cos#A = pe „ 
folglich, vermoͤge [7], 
(6% ein A = Fe. F. 
Anm. Aus F. 431. Zuſ. 2. weiß man, daß der Inhalt des Drei⸗ 


eds Abe. sin A. Man ſetze hier ſtatt sin A feinen eben gefundnen 
Werth, fo findet man den Inhalt = F = V.). b). (. 
was mit $. 356, übereinſtimmt. f 

$. 474. Eliminirt man aus 


(6% ein B = . F 
und 6, an = g F. 


die Größe F durch Diviſion, fo fällt zugleich a weg, und 
man hat 5 
(J, a) bsin C — esin B, oder 2 -_ =c 
Nimmt man auch (7,b) und (7,c) hinzu, fo ift 
4 1225 0 
ein R zmß zinc 
was ſchon aus §. 430 und $. 434. bekannt iſt. 
Anm. 1. Man kann die Gleichungen (7) auf andre Weiſe aus 
(i) und (2) ableiten, ohne der Gl. (3) (4) u. (6) zu beduͤrfen. Man 
quadrire (I, a) ſo hat man 
a° c, cos B32 ＋ 2bœ. cos B. cos C + b?,cosC?, 
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und ziehet man dieſe Gl. von (2, a) ab, ſo bleibt 

a 1. bs. (1 — cos Ci) ＋ c?. (1 — cos B32) 

1 —2be . (cos A ＋ cos B. cos C). 

Hier iſt aber 1 — cos C?— sin Cæ, 1 — cos h sin B2, 
und cosA — — cos (BC) = cos B. cos C + sin B. sin C. 
Durch Subſtitution dieſer Werthe folgt 

0 = b?sinC? + c*sinB?— 2b. sinBsinC 
und daher, durch Wurzelausziehung 

0 — bsinC — cin B, 

woraus (7, a) entſtehet. 

Anm. 2. Die Gleichungen (I, a) (I, b) (I, e) find unabhaͤngig 
von einander, und konnten als Grundformeln für die rechnende Behand⸗ 
lung des Dreiecks dienen. Denn ſiehet man drei der 6 im Dreiecke ent⸗ 
haltenen Größen a, b, c, A, B, C als beſtimmende Stuͤcke, und als 
gegeben an, fo bleiben die drei übrigen Größen unbekannt, und muͤſſen 
aus den drei Gleichungen algebraiſch gefunden werden koͤnnen. Nicht ſo 
iſt es mit den Gleichungen (7,2) C. b) C, c). Von dieſen läßt ſich eine 
jede aus den beiden andern als eine unmittelbare Folge ableiten. Stellt 
man alſo dieſe drei Gleichungen auf, ſo ſind ſie eigentlich nur ſo viel 
werth, wie zwei unabhängige Gleichungen, und konnten wohl zur Bes 
ſtimmung von 2 unbekannten Größen dienen, wenn die übrigen 4 gege⸗ 
ben waͤren, aber keinesweges zur Beſtimmung von 3 unbekannten, wenn 
3 gegeben ſind. Daher konnten dieſe drei Gleichungen fuͤr ſich allein 
nicht als Grundformeln zur Ableitung der Übrigen trigonometriſchen 
Gleichungen dienen. Aber wohl koͤnnen ſie dies, wenn man noch die 
Gleichung 

AB C = 2R 
zu Hülfe nimmt. Man hat nämlich aus dieſer 

sin A — in (BC) — sin B. cos C + cos B. sin C. 

Unter Annahme, daß die Gl. (7) durch Conſtruction bewieſen ſeyen, 
und zur Ableitung der uͤbrigen Gl. dienen ſollten, koͤnnte man nun 
ihnen zu Folge ſetzen 


a AR, b 2 0 N 
mA —" mB — mo" (in$.434 — D) 


* 


1 a 5 
dann wäre ein A — D ein = 
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Dieſe Werthe ſetze man in die oben fuͤr ein A gefundne Gleichung, ſo 
hat man 


4 . 
— . 


m 

woraus durch Multiplication mit m, die Gl. (1,a) folgt. Nun würden 
ſich dann weiter, wie oben, die uͤbrigen Gleichungen durch Rechnung 
berleiten laſſen. 5 

$. 475. I. Man addire (I, b) u. (I, ), fo kommt 

be = (b). cos A + a. (cos B cos C) 
alſo G c). (I- cos A) = a. (cos B cos). 

Statt 1 — cos A und cos B A cos C fege man die 
Werthe, welche nach [14] u. [11 dieſen Ausdrucken gleich 
ſind, ſo hat man, nachdem man auch mit 2 dividirt, 


(bc). sin A? τ 4. cos — 2 . cos ER 
Da aber ein z A = cos, fo finder fi 


G, a) (bc). sin A = a.cos 2 
Ferner ziehe man von (I, b) die Gl. (I, c) ab, fo bleibt 
b—-c= —(b—c).cosA —a.(cosB— cos) 
woraus, unter Anwendung von [13] und [12] entſtehet, 
(9,2) (b—c).cos}A = a.sin Fe 
Anm. Die Gl. (8) u. (9) find nur Nebenformeln, und haben 
ſich ſchon in §. 436. durch Conſtruction ergeben. Sie laſſen ſich aber 
auch auf andre Art ableiten. Naͤmlich: 
A). Aus den Gleichungen (7). 
Aus (7, a) iſt bic — tin B: sin C 
folglich be: sin B ＋ sin C: sin C 
wegen (J, b) ia sin C : ein A. 
Daher, durch Multiplication 
be: a = sin B I sin C: sin A, 
oder (bc). sin A — a. (ein B ＋ sin) 
Wendet man nun zur Umwandlung dieſer Gleichung [7] u. [9 an, fo 
entſtehet die Gl. (8, a). 
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Auf Ähnliche Weiſe findet ſich aus (7. a) 
b — c: c — sin B - sin C: sin C 
wegen (I, b) 8 %% f mn ara 
folglich (b — c). sinA — a.(sinB— sin). 
Hieraus entſtehet mittelſt [7] u. [10/ die Gl. (9, a) 
B). Geſtuͤtzt auf (3) und (4). 


Nach [A] iſt cos 1 5 = RT cos IC ein 4 B. ein C, 
daher, vermittelſt (3, b) G. c) (A, b) und (4, e) 
at 2 ve. v9 * 2 2 


ya ED) 4 a, ehe- 


a be 
und —— ein 4 A. 
Weil 28s — 2 — (Abc) — 2 — be, fo entſtebet hieraus 
(8, a). 
Ferner iſt nach [3] 
B—C _ 


sin D sin$B.costC — cos B. sin C, N 


folgt, wieder aus (3, b) 6. c) G, b) G.) 
B—C — 3 * ve. ven 


sin 8 


— — s.(s-2) __s—b s (s—a) 
N F n 


= =; cost A 


woher (9,a) folgt. 
II. Aus (9, a) dividirt durch (8, a) entſtehet die ſchon 
im F. 436 gefundne Gleichung 


d,) ig IT = e cotg A. 


be 
§. 476. Aus 5 naͤmlich 
c.cosB = 2 — b. cos C 
und (7, a) c sin B = b. sind 
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entſtehet durch Diviſion 


cot B — cot C. 


Far a 
at 
Hier kann ſtatt b. sin C auch 6. sin B geſchrieben werden, 
und fo hat man die ſchon im §. 431. gefundne Gleichung 

a 


x a — 2 
(II, a) cot B A cot C = Di- 


§. 477. Will man aus den jetzt auf dem Wege der 
Rechnung aus den Grundgleichungen (J) abgeleiteten Glei⸗ 
chungen die einfachſten Vorſchriften zur Berechnung der uͤbri- 
gen Seiten oder Winkel eines Dreiecks aus drei gegebenen 
Groͤßen, nach der Ordnung der vier Beſtimmungsarten her— 
leiten, ſo wird man ganz zu den Regeln gefuͤhrt, welche ſchon 
in den $$. 435 bis 437. aufgeſtellt find. Nur laſſen ſich für 
die Beſtimmungsart eines Dreiecks aus den drei Seiten jetzt 
noch die Formeln (3) und (4) anwenden, welche früher nicht 
abgeleitet waren. Dieſe Formeln find jedoch den Gl. (5), 
welche auch in §. 437. zu Grunde liegen, keinesweges vor⸗ 
zuziehen; denn die Beſtimmung eines Winkels durch die Tan⸗ 
gente iſt genauer, als die durch den Sinus oder Coſinus 
(F. 405. X.), und wenn man alle drei Winkel aus den Sei⸗ 
ten berechnen will, fo iſt die in §. 437. mitgetheilte Methode, 
merklich bequemer, als die, welche ſich auf (3) oder (4) 
gruͤnden laſſen wuͤrde. 

Anm. Zur Uebung in der Einfuͤhrung von Huͤlfswinkeln mag 
bier noch nachträglich gezeigt werden, wie man die Berechnung der drit⸗ 
ten Seite eines Dreiecks aus zwei gegebenen Seiten nebſt dem einge 
ſchloſſenen Winkel durch die Formel 

a = b = bc co 
auf verſchiedene Weiſe durch Einführung eines Hüͤlfswinkels erleichtern 
kann. 
A) Man verwandle obige Gl. in 
a = VEN Abe. cer ) 
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dann mit Anwendung von [14] in 
a = -n Aba 
oder = . ein g A. Vbchz, 
und führe nun, nach $. 459. II. einen Huͤlfswinkel ein, fo hat man, als 
Rechnungsregel, die Gleichungen 


) WSG = 1 55 tin 34 
2 *. us 
W We Su 

B) Man verwandle eben jene Gleichung in 

0 a = bc) — 2b. (I＋ cos A) 
oder nach [13] a = ef- Ab. cos A1 
und fuͤhre nun einen Huͤlfswinkel nach $. 459. I. ein, fo bekommt man 
1) sin G = be er . costA 


2) am ee fi 3 
Ra; Endlich kann man die Gleichung wegen 
cos A — cos A2 — sin 2 A2 
und 1 cos 242 ＋ sin z A“ 
auch ſo umwandeln: 


= bc, en A ＋ (b) 2. cos A 
= Mm = ce. 
m 


Fuͤh rt an dann einen N 1 F. 459. II. ein, fo hat man 
Nn ZZ 126 cot A 
2 m — 649, ein IA 
cos 


Die Rechnung nach dieſen Gleichungen fait zuletzt ganz mit der 
nach §. 436. zuſammen; ſtatt des dortigen Winkels u hat man bier den 
W. p. 


Geometrie Thl. II. 11 
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Polygonometrie. 

8. 478. In der jetzt folgenden rechnenden Behandlung 
der Vielecke ſollen nur Formeln aufgeſtellt werden, welche den 
Zuſammenhang der Seiten und Winkel der Vielecke betreffen, 
ohne daß Diagonalen oder durch Diagonalen gebildete Win⸗ 
kel betrachtet werden. 

Die in den Aufgaben uͤber Vierecke von §. 439 u. $. 443. 
angewandten Methoden laſſen ſchließen, daß auch Aufgaben 
uͤber Vielecke uͤberhaupt, beſonders nach zweierlei Methoden 
behandelt werden koͤnnen, naͤmlich entweder, indem man durch 
Ziehen von Diagonalen Alles auf Formeln fuͤr das Dreieck 
im Allgemeinen, oder, indem man durch Fällen von Lethen 
Alles auf das rechtwinklige Dreieck und dadurch recht 
auf den Urſprung der goniometriſchen Functionen zuruͤckführt. 
Die letztre Methode wird uns im Folgenden zur Begruͤndung 
der polygonometriſchen Gleichungen dienen, ſo wie ſie auch 
in §. 471. zur Ableitung der Grundgleichung bei der rechnen⸗ 
den Behandlung des Dreiecks gedient hat. 

Zur Erleichterung werden die Gleichungen nicht fuͤr das 
Vieleck von n Seiten ganz im Allgemeinen, ſondern nur, bei— 
ſpielsweiſe, fuͤr das Fuͤnfeck aufgeſtellt werden. Man wird 
an dieſen Gleichungen meiſtens ohne alle Muͤhe die Natur der 
Gleichungen für das Vieleck von n Seiten zu erkennen ver⸗ 
moͤgen, wodurch jenes Verfahren um ſo eher gerechtfertigt 
werden wird. N 

§. 479. Ehe zur Ableitung der polygonometriſchen Grund⸗ 
gleichungen geſchritten wird, muß zuvor auf den vom & und 
— der Geraden und der Winkel handelnden ſechsten Anhang 
zum Iſten Theile verwieſen werden, weil die Allgemeinheit 
der polygonometriſchen Formeln nur durch Anwendung fefter 
Begriffe und Saͤtze uͤber das Poſitive und Negative erreicht 
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werden kann. Doch mag hier noch in der Kuͤrze das fuͤr un⸗ 
ſern gegenwaͤrtigen Zweck Nothwendigſte aus jenem Anhange 
sufommengeftellt werden. 

1) Die Linie ab iſt der ba entgegengeſetzt; ab ba. 

2) Bezeichnen a, b, e Punkte in einer Geraden, die 
übrigens in ganz beliebiger Ordnung neben einander liegen 
ei fo hat man ab be = ac. Eben fo ift für 4, 

Punkte 

ab + be 5 td = | 
ab A be ＋ ed de = ae u. ſ. w. 
3) Unter gleicher Annahme iſt 
ab ＋ ba = 0 
ab ＋ be ca = O u. ſ. w. 

4) Bezeichnen die Buchſtaben a, b zwei Punkte in einer 
Geraden, o, d zwei Punkte einer andern, und es iſt 8 der 
Schnittpunkt beider Geraden, fo bezeichnet Z (ab, cd) oder 
auch nur (ab, cd) denjenigen an der Spitze S liegenden Wins 
kel, deſſen Anfangsſchenkel die aus S ausgehende halbbegrenzte 
Gerade iſt, welche in der Richtung mit ab uͤbereinſtimmt, 
und deſſen Endſchenkel diejenige aus S ausgehende halbbegrenzte 
Gerade iſt, welche in der Richtung mit cd uͤbereinſtimmt. 
5) Wird nun die Lage zweier Geraden ab, be beſtimmt, 
indem man ſagt 


L (ab, ed) = g, 
0 kann auch geſagt werden 
1 L (ab, cd) = ꝙ N Ak. R, 


vo k eine ganze, poſitive 9955 negative Zahl bedeutet; und 

durch dieſe Gleichung wird die Lage der Geraden gegen 

der beſtimmt. Die gleichnamigen goniometriſchen Func⸗ 

ionen aller in dem Ausdrucke ＋ AK. R enthaltenen Winkel 

immen uͤberein 6 421), ſo daß es gleichguͤltig iſt, welchen 
j 11* 
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von dieſen Winkeln man in den Formeln anwenden will. Am 
einfachſten kann man ſich des kleinſten poſitiven Werthes 
jenes Ausdrucks, der zwiſchen OR und AN enthalten ſeyn 
wird, als des Haͤuptwerthes von (ab, cd) bedienen; 
doch kann man auch immer den abſolut⸗-kleinſten Werth 
anwenden, welcher auch negativ ſeyn kann, aber zwiſchen W 
und —2R enthalten ſeyn wird. ; 
6) Den Gleichungen aus 2. für Linien hat man analog 
(ab, cd) ＋ 4 (ed, ef) = L (ab, ef) 
(mn, pq) + (pars) + (rs, tu) = (un, tu) u. ſ. w. 
$. 480. Zur Beſtimmung der Lage der Seiten eines 
Vielecks gegen einander iſt es für Gegenwaͤrtiges am beſten, 
nicht die innern, ſondern die aͤußern Winkel anzuwenden. So 
z. B. für das Fuͤnfeck ABC DE in Fig. 41. die Winkel 
Z(EA, AB), (AB, BC), (BC, CD), (CD, DE), (DE, Eq). 
In dieſer Fig. muß in Hinſicht des -+ und — der Winkel 
(CD, DE) durch eine negative Zahl ausgedrückt werden, wenn 
die übrigen Winkel durch poſitive ausgedruͤckt werden. (Vergl. 
Fig. 122. zum Iſten Thl.) 
Bezeichnet man die Seiten 
8 Ak, Be, CD, DE, EA 
nach der Reihe durch 
f a, b, c, 4. 2, N 
ſo kann man obige 5 Winkel auch kuͤrzer durch 
(e, a) (, b) (b, c) (e, d) (4d, e) 
bezeichnen. Noch kuͤrzer wollen wir aber fuͤr dieſelben die 
einfachen Buchſtaben anwenden 0 
. B, €; 8 4 
Es gilt für dieſe 5 Winkel (nach Thl. I. S. 240. XV) 
die Gleichung Zug 
 A-B+-C+-D+HE = Ak. R. 
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$. 481. Zwei ſich (Fig. 42.) in O lothrecht ſchneidende 
Gerade mögen als Coordinatenaren, und zwar X als 
Abſeiſſenaxe, Yy als Ordinatenare, und O daher als 
Anfangspunkt betrachtet werden (ſ. $. 121). Von den 
Endpunkten A und B irgend einer begrenzten Geraden ſeyen 
auf XX die Lothe Aa, Bb, auf Yy die Lothe Aa’, Bb' ge: 
fälle. Dann find die Linien Oa, Ob die Abſeiſſen, die Linien 
Od, Ob die Ordinaten von A und B. Ferner fagt man, 
durch die gefaͤllten Lothe ſeyen die Punkte A und B, fo wie 
die Gerade AB ſelbſt, auf Xx und Xy projicirt; die Punkte 
a, b, und die Gerade ab find Projectionen von A, B 
und AB auf XX, eben fo find a, b’ und alb' die Projectios 
nen von A, B und AB auf Vy. 

Wollte man die Gerade nicht mit AB, fondern umge: 
kehrt mit BA bezeichnen, fo wäre es zweckmaͤßig, die Pro: 
jectionen nicht ab, a’b’, ſondern ba, b'a' zu nennen. 

Es mögen jetzt (Fig. 43.) auf daſſelbe Paar von Coor⸗ 
dinatenaxen zugleich zwei Gerade AB, CD projieirt werden. 
Auf dieſe Gerade wird ſich dann im Allgemeinen das I und 
— nicht anwenden laſſen, um die Beziehung ihrer gegenſeiti— 
en Lage auszudruͤcken, da ſie nicht Stuͤcke derſelben unbegrenz— 
ten Geraden, und auch nicht parallel ſind. Deshalb wird man 
AB, Cb und überhaupt, jede ſolche Gerade immer durch po— 
fitive Zahlen ausdruͤcken muͤſſen. Wohl aber kann man das 
＋ und — auf ihre Projectionen anwenden. Doch kann man 
hiebei nur die Lage der Projectionen auf der Abſeiſſenaxe fuͤr 
ſich betrachten, und auch die Lage der Projectionen auf der 
Ordinatenaxe wieder für ſich. In der Figur find z. B. ab 
und cd einſtimmiger Art, a b., cd aber entgegengeſetzter Art. 
Von einem Gegenſatze NS: ab und c’d’ kann aber nicht 
die Rede feyn, 
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Der Gegenſatz der Projectionen kann arithmetiſch da— 
durch dargeſtellt werden, daß man in XX etwa die Lage von 
der Linken zur Rechten, in Xy etwa die Lage von unten nach 
oben durch +, die entgegengeſetzten Richtungen aber durch — 
ausdruͤckt. Von den Projectionen ab, aal a’b’, “d' wäre hie— 
nach nur die letzte durch eine negative Zahl auszudrucken. 

$. 482. Projicirt man (Fig. 44.) alle Ecken des Fuͤnf⸗ 
ecks ABC DE auf eine Gerade, alſo etwa Xx, fo daß ab, 
be, cd, de, ea nach der Reihe die Projectionen der Seiten 
AB, BG u. ſ. w. find, fo hat man unter andern die Gleis 
chungen 

ab ＋ be = ac a 

ab 4 be cd =; ad 

ab 4 be cd 4 de = ae 

ab + be + cd ＋ de Tea = 0. 
Dle letzte Gleichung giebt den Lehrſatz: Die an der 
Projectionen aller Seiten iſt S 0. 

Es verſtehet ſich, daß das + und — gehörig ange⸗ 
wandt, und daß die Seiten in einer geregelten Ordnung ge— 
nannt werden muͤſſen, z. B. AB, BC... nicht AB, CB, 
und dem gemäß auch die Projectionen ab, be... nicht ab, cb. 

In Bezug auf Vy gelten natuͤrlich ganz analoge Glei— 
chungen. Z. B. 

ab“ ＋ b'c ＋ rd rei = O. 

8. 483. Der kleinſte poſitive Werth des Z(Xx, AB), 
welchen AB am Schnittpunkte 8 mit XX bildet (Fig. 45.) 
ſey ein ſpitzer Winkel (Fig. 45.2). Man ziehe durch & die 
Gerade AP parallel XX, fo daß das rechtwinklige AAL 
entſtehet; dann iſt | 

Gb, AB) = IG, AB) 
und AP = AB. cos (X, AB) 
PB = AB.sin (XX, AB). 
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Es iſt aber AP = b, PB = ab, folglich 
(J) ab —= AB. cos (Xx, AB) 
(2) ab’ = AgB. sin (Xx, AB) 

Dieſe Gleichungen ſind aber ganz allgemein richtig, wie 
auch der (N, AB) beſchaffen ſeyn möge. Dies ergiebt ſich 
unter genauer Anwendung des + und — bei Betrachtung 
der Fig. 45. b, c, d. In Fig. 45. b z. B. iſt (Xx, AB) 
ein ſtumpfer Winkel, daher ſein Coſinus negativ, ſein Sinus 
poſitiv; daher findet ſich für ab ein negativer, für a’b’ ein 
pofitiver Werth, ganz mit der Figur harmonirend. 

Man darf ſelbſt in dieſen Gleichungen ſtatt (Xx, AB) 
jeden in dem Ausdrucke 

SP + Ak. R 
enthaltenen Werth ſetzen, wobei ꝙ den kleinſten pofltiven 
Werth bezeichnet, ohne daß dadurch die Gl. unrichtig würden. 
Anm. Die Conſtruction der trigonometriſchen Linien am Kreiſe 
in Fig. 22. kann als eine Vereinigung und Vereinfachung der Conſtrue⸗ 
tionen der vier Figuren 45 angeſehen werden. Dabei iſt Z(Xx, AB) 
einerlei mit ZA — MAB, die Punkte A, O, 8 fallen alle in das 
Centrum des Kreiſes und die Gleichungen 
. ? Er 
cos (Xx, AB) — : sin (Xx, AB) a 


ehen über in 
a AC 


cos A — * . 


§. 484. Alle Seiten des Fuͤnfecks ABC DE in Fig. 46. 
ſeyen verlängert, bis jede die Abſeiſſenaxe XX in einem Punkte 
ſchneidet, ſo daß nach der Reihe aus den Seiten 5 
AB, BC, CD, DE, EA 
die Punkte hervorgehen 
„ ,, I I TERN 
Der Winkel (Xx, AB) werde mit ꝙ bezeichnet, fo hat 
man 
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an T den L (Xx, BC) (Xx, AB) + (AB, EC) 
9 . 
(Xx, BC) + (BC, CD) 
ogo+B + C; 
G ED) + (CD, DE) 
D B +C-+D; 
(Xx, DE) + (DE, EA) 
S ＋ BAT CDN E. 
Dann iſt ab = AB. cos (Xx, AB) Sa. cos ꝙ 
ber BG. cos (Xx, BC) —=b.cos(p-+B) 
cd CD. cos (Xx, CD) Sc. cos (BC) 
de E. cos (xx, DE) d. cos ($-+B-++C-+-D) 
oa EA. cos (Xx, EA) Se. cos (p-+B--C-+-D-HE). 
Man ſetze dieſe Werthe in die Gleichung 
ab ＋ be cd de ea 90 
ſo bekommt man 
AB. cos (Xx, AB) + BC. cos xx, BC) CD. cos (xx, CD) 
＋ DE. cos x, DE) - EA. cos (xx, EA) = 0, 
oder (I) a. cos ꝙ A b cos (B) ge. cos (GBO RN 
+dcos(p-+B-+C) Te. cos (p-H-B-++C--D-H-E)| 
Für die Projectionen auf der Drdinatenare findet ſich 
ganz aͤhnlich: 
ab’ AB. sin (Xx, AB) = a. sin ꝙ 
bc = BC. sin (Xx, BC) S b. sin (AEB) 
ed = CD. sin (xx, CD) S c. sin (SB 
de = DW. sin (Xx, DE) = d.sin(p#+B-+-C+-D) 
ea EA. sin (Xx, EA) = e. sin (p-+B-+-C+-D-++HE); 
und indem man dies in die Gl. 
are de rei = 0 
hineinſetzt, erſcheint: 
AB. sin (Xx, AB) BC. sin (Xx, BC)-++CD. sin(Xx,CD) 
-+DE.sin (Xx, DE) ＋ EA. sin (XX, EA) = O, 


an U den (Xx, CD) 
an V den Z (Xx, DE) 


anW den Z(Xx,EA) 


Wheel 
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oder (II) asin ꝙ b sin (g B) A esin (SBA) 8 0 
+dsin(p-+B-+C-+D)-te sin(p-+B-+HC+D-+HE)| 7 

$ 485. Die Gl. (I) u. (II) find fuͤr jeden Werth von 

p richtig, auch fr ꝙ S 0, wo AB mit XX parallel iſt. 

In dieſem Falle gehen aber jene Gleichungen in folgende uͤber: 
(OC) a-HbeosB-+e cos(B+C)+d cos(B-++C-+-D)-Fe cos(B+C+HD+E)=0 
(5) bsin B sin (B+C)-+d sin (BCD) e sin (B--C+-D-+HE)=0. 

Die Gleichung (C) wollen wir eine Cofinusgleichung, 
die (S) eine Sinusgleichung nennen, 

In den Schluͤſſen, woraus dieſe Gleichungen abgeleitet 
find, kann man jede der Seiten a, b, c, d, e mit der zus: 
naͤchſt folgenden, und jeden der Winkel A, B, C, D, E. 
mit dem zunaͤchſt folgenden vertauſchen, wobei a als auf e, 
und A als auf E folgend anzuſehen iſt. Dabei wird ſtatt 
AB die Seite BG mit XX parallel gedacht. Auf gleiche 
Weiſe kann man dann wiederum jeden Buchſtaben mit dem 
zunaͤchſt folgenden vertauſchen, und dabei CD mit Xx parals 
let denken; u. ſ. w. Auf dieſe Weiſe entſtehen überhaupt fünf 
Coſinusgleichungen und fünf Sinusgleichungen, nämlich: 

(Ca) a+b cosB-+e cos(B-+C)-+d cos(B+C+-D)-+e cos(B+C+H-D-HE)—0 
(C, b) be cos CH cos(C+D)-Fe cos(C+D-+-E)-+acos(CHD-+-E+-A)=O 
(C, e) c+d cosD-+e cos(D-HE)-+a cos(D+-E+-A)+-b cos D+E+A+B)—0 
(C,d)d+e cosE-Facos(E-FÄ)-+b cos(E+Ä+B)+-ccos(E+A+B--C)—0 
(C, e) e+acosA+b cos(A+B)+c co, A -d cos A+B+CHD)-O 
G, a) bsinB+csin(B-+C) -+dsin(B-+-C+D) +esin(B+C+D-+-E) O 
(S, b)  esinC+dsin(C+D) +esin(C+HD-+E)-+asin(CHD--E+A)—0 
(S, c) dsinD e sin DE) asin(DEN-A) +bsin(D+E--A+B) 0 
(S, d) esin Ea sin(ETA) +bsin(E+A+-B) + esin (E+A+B-+C)=0 
(S,) asinA-+bsin(A+B)+esin(A+B-+HC)+dsin(A+B-++-C+HD)—0. 

Für ein Vieleck von n Seiten würden ſich n Coſinus⸗ 

gleichungen und n Sinusgleichungen finden, deren Geſetz man 
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leicht an dieſen Gleichungen fuͤr das Fuͤnfeck erkennen wird. 
Die Gleichungen ſind uͤbrigens, wenn man noch die Gleichung 

A＋ BTC TDT E = 4kR 
allgemein für das nEck: 

ATB TCT... MTN S 48 
hinzufuͤgt, die Grundlage der polygonometriſchen a die 
nun weiter zu entwickeln ſind. 

Man bemerke, daß die Coſinusgleicbungen . 
meln, die Sinusgleichungen aber Hauptformeln ſind (val. 
&. 471). 5 

Anm. Die Coſinusgl. find das für das n Eck, was die Gleichun⸗ 
gen (1,2) (J, b) (1, c) (in f. 471) für das Dreieck find, und die Sinus, 
gleichungen das für das nEck, was für das Dreieck die Gleichungen 
Ce) C, b) (7,c) (in $, 474) find, Man muß, um dies einzuſehen, 
darauf achten, daß dort die Winkel A, B, C die gewöhnlichen inneren 
Winkel des Dreiecks, bier aber die W. A, B, C, D, E die aͤußeren Win⸗ 
kels des Vielecks find. 

Die Gl. (7) wurden übrigens oben aus den Gl. (1) ohne weitre 
Beihuͤlfe der Conſtruction abgeleitet; wie ſich auch bier die Sinusglei⸗ 
chungen aus den Coſinusgleichungen ergeben, wird weiter unten gezeigt 
werden. 

§. 486. In jeder der Gleichungen (C) wie (S) fehlt 
ein Winkel. Man kann aber jede ſo umaͤndern, daß ſtatt des 

darin fehlenden Winkels ein beliebiger andrer Winkel ſteht. 
Dabei iſt zu Grunde zu legen, daß, wenn man die Summe 
A-+-B-+-C+D-HE in zwei Abtheilungen theilt, z. B. 

in (A＋ B) und (C+-D-+E) 

in (B+C+D) und (EAA) 
immer, wegen ABCD E = 4 R, der Sinus 
der einen Abtheilung dem Sinus der andern Abtheilung ent— 
gegengeſetzt, der Coſinus der einen Abtheilung aber dem 
der andern voͤllig gleich iſt, ſo daß man z. B. hat 
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sin(A+B) =—sin(C+D-HE), cos(A+B) = cos(C+D-+E) 
sin(B+-C+D) = —sin(E+A), cos(B+C+D) = cos(E-+HA). 
Soll nun z. B. in (C, a) und (S,a) ſtatt des Winkels 
der W. D fehlen, fo hat man nur zu erſetzen 
cos (BCD) durch cos (ETA) 
sin (B TCD) durch —sin (E+A) 
cos (B CDE) durch cos 
sin (B CTD TE) durch — sin A, 
und bekommt 
0 aꝗgbcos B cos (BA＋ O) A- d cod ENA) e cos 
0= bsinB c sin(B C) - d sin(EÆ A) - esin A. 
& 487. Aus den fünf Coſinusgleichungen kann man 
Gleichungen ableiten, welche alle 5 Seiten, aber nur drei 
Winkel enthalten, und daher Hauptformeln darſtellen werden. 
Zu dieſem Ende iſt zuerſt jede Coſinusgl. mit dem in ihrer 
Bezeichnung enthaltenen eine Seite ausdruͤckenden Buchſtaben 
zu multipliciren, nämlich (C, a) mit a, (C, b) mit b u. ſ. w. 
Dadurch entſtehen, wenn man obendrein jedesmal nach vori— 
gem F. den Winkel A fehlen läßt, die 5 Gleichungen: 
(a) O as ab cosB ac cos(Bπ O ad cos(B＋ CD) 
A ae cosB+C--D-+-E) 
(b) 0=b?-+be cosC-+Hbdcos(C+D)-Fbecos(C-+-D--E) 
a b cos 
() 0=0?-+edcosD-Fcecos(D-HE)-Faecos(B-+C) 
-+-bccosG 
(80) 0=d?-+decosE-+ad cos(B-+C-H-D)-#bdeos(C+-D) 
= cd cos D 
(e) 0= e?-+aecos(B-+C-++-D-HE) be cos( CDE) 
ce cos (DE) de cos E. 
Man bemerke, daß in dieſen Gleichungen jedes Product 
aus zwei Seiten und dem Coſinus eines Winkels zweimal 
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vorkommt. So iſt z. B. ce cos( DE) ſowohl in (e) als (c) 
enthalten. Ferner iſt auf die Abhaͤngigkeit des in jedem Pro. 
ducte enthaltenen Winkels von den darin enthaltenen Seiten 
zu achten. In dem eben genannten Producte iſt 

DE = /(CD,DE) + (DE,EA) S (b, EA) 
oder auch, DE = (Ge), 

d. h. DE iſt der Winkel, den die Richtungen der Seiten 
c u. e in ihrem Schnittpunkte mit einander bilden, und eben 
dieſe. Seiten find in dem Producte als Factoren enthalten. 
Man wird Gleiches bei allen uͤbrigen Producten bemerken, 
und daher auch ſchreiben koͤnnen: 

(a) O c＋mas ab cos (a, b) ne cos (a, e) ꝙ ad cos (a, d) Hue costa, c) 
(b) O—b*+becos(b,c)-+bd cos (b, d) & be cosdb, e) ba cos(b,a) 
(e) O -. ed cos (e, d) Ace cos(e, e) ca cos(e, a) ꝶ ch cos(c,b) 
(8) 0—d?-+de cos(d, e) da cos(d, a) db cos (d, b) de cos(d,c) 
(e) O—=e*+eacos(e,a) eb cos (e, b) ec cose, c) ed cos (e, c). 

Dieſe 5 Gleichungen ſind von den obigen nur in der 
aͤußeren Form verſchieden. Die letzten Glieder in (b) u. (b)“ 
ö. B., naͤmlich ab cos B und ba cos (b, a) find völlig gleich, 
ungeachtet 2 (b, a) oder (G0, AB) nicht Sh d. h. = (AB,BC) 
ſondern = — B iſt; indem entgegengeſetzte Winkel gleiche 
Coſinus haben. Ferner find die vorletzten Glieder in (e) u. 
(e)“ ebenfalls gleich, ungeachtet Z(c,a) = Z(CD, AB) nicht 
= B+G d. h. AB, Bo ,) oder = (AB,CD) 
ſondern das Gegentheil davon iſt, u. ſ. w. 

Soll nun 1) aus dieſen Gleichungen eine neue abgelei— 
tet werden, in welcher außer & noch ein benachbarter Win— 
kel, es ſey B, fehlt, ſo iſt nur noͤthig, die Gleichungen (b) 
(©) (8) (e) zu addiren und dann von der Hun (a) abzu⸗ 
ziehen. So bekommt man 
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bz -4+.c?.4+.d? :e“ — as 
+2becosC-+2bd cos( C D) 2be cos(C - D- E) 
＋ 2 cdcosD-+2cecos(D-+E) 
＋2 de cosE. 
Dieſe Gleichung mag eine Quadratgleichung genannt, 
und mit (Or ab) bezeichnet werden, indem die beiden Winkel 
A und B in ihr fehlen. Man kann ſie auch in folgender 
Form ſchreiben: 
(Q. ab) a —= be des 
＋2 be cos (b, e) bd cos(b, d) ꝙ 2 be cosb, * 
＋2 cd cos(e, d) N ce cos(e, e) 
＋2 de cos(d, e). 

Soll nun 2) aus den obigen Gl. eine neue abgeleitet 
werden, in der außer A ein nicht benachbarter Winkel, 
etwa C, fehlen ſoll, fo muß man von der Summe der Glei— 
chungen (c) (d) (e) die Summe der Gl. (a) u. (b) ſubtrahi⸗ 
ren. Man bekommt: 

f 0 = c ＋ dz ＋ ez — a2 — ba 
A ed cos DA 2 ce cos (DE) 
＋2 de cos E 2 ab cos B. 
Dieſe Gleichung iſt ebenfalls eine Quadratgleichung zu nennen, 
und mit (Q, ac) zu bezeichnen. Man kann dieſelbe auch in 
folgender Geſtalt ſchreiben 
(Q. ac) az A ba dz e? 


0 


A2 cd rose, d) ꝙ 2 ce cos (c, e) 
e 1 2de cos (d, e). 
In dieſer Geſtalt iſt das allgemeine Geſetz der Quadrat; 
gleichungen leicht zu erkennen, 
§. 488. Es kann jetzt gezeigt werden, wie ſich die Si⸗ 
nusgleichungen aus den Coſinusgleichungen durch Rechnung 
herleiten laſſen. 


http://rcin.org.pl 


174 Epipedometrie. Vierte Abtheilung. 


Man verſetze in (C, a) das Glied a auf die andre Seite 
der Gleichung, und quadrire, ſo erſcheint, wenn man zur 
Abkuͤrzung die Winkel B+C-H-D und B+C+D-+E durch 
B.. D und B.. E bezeichnet: 

a b?cosB*+c?cos(B+-C)*+d?cos(B..D)*+e?cos(B..E)* 
+2becosB.eos(B-++C)+2bdcosB.cos(B..D) 
-++2becosB.cos(B..E)-+2.cd.cos(B-+C) cos(B..D) 
+2 ce cos(B+-C). cos(B..E)-+2de cos(B..D) cos(B..E). 

Dieſe Gl. ziehe man von (L, ab) ab, und nehme dabei, auf 

die Formeln 

sina? ＋ cosa = 1 
cos (ab) — cosa, cosb & sina, sinb 
geftügt, Verwandlungen wie folgende vor; 
a) be — becos Ba — bs. (I—cos B:) — b*sinB* 
b) 2 be cos - 2becosB . cos(B+-C) 
= %be.[cosC - cos B. cos(B AC)! 
2 be. [cos(B -C-) — cosB . cos( B)! 
A2 be. [cos(B+-C) . cosB + sin(B-+C) . sing! 
— cosB .cos(B+C)]} 
Abc sinB . sin(B-+-C), 

fo findet man als Reſultat: / 

0 = b?sinB?+-c?sin(B-+C)?-+d?sin(B..D)?+-e?sin(B..Ej? 
—+2bcsinB..sin(B-++C) +2bd.sinB sin (B., D) 
＋2besinB-sin(B. . E) +2cdsin (B ) six (B... D) 
2 cesin B. sin (B.. E) + 2desin(B.. D)sin(B..E). 

Indem man aus dieſer Gleichung links und rechts die 
Quadratwurzel ausziehet, erſcheint die Gleichung G, a). 

§. 489. Nunmehr iſt darzulegen, wie vermittelſt der 
bisher aufgeſtellten pentagonometriſchen Gleichungen aus 7 Groͤ⸗ 
ßen, Seiten oder Winkeln, des Fuͤnfecks, die daſſelbe beſtim⸗ 
men, die übrigen berechnet werden koͤnnen. Die dabei zu un: 
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terſcheidenden Beſtimmungsarten und daher entſpringenden Auf⸗ 
gaben zerfallen in drei Klaſſen. 

1. Alle Winkel eines Fuͤnfecks, — oder eigentlich nur 
vier — find gegeben, nebſt drei Seiten; man ſoll die fehlen⸗ 
den Seiten berechnen. (Analog der Iſten Beſtimmungsart 
des Dreiecks.) 

2. Drei Winkel und vier Seiten ſind gegeben; man ſoll 
die fehlenden Winkel und die fehlende Seite berechnen. (Ana⸗ 
log der 2ten und 4ten Beſtimmungsart des Dreiecks). 

3. Alle fuͤnf Seiten und zwei Winkel des Fuͤnfecks ſind 
gegeben; man ſoll die fehlenden Winkel berechnen. (Analog 
der Zten Beſtimmungsart des Dreiecks). 

§. 490. Es jenen alle Winkel gegeben, (wobei 
A-+B-+C+-D-FE = 4kR) nebſt drei Seiten; man 
ſoll die zwei fehlenden Seiten berechnen. 

Die Auflöͤſung einer ſolchen Aufgabe kann immer ſehr 
leicht aus den Sinusgleichungen genommen werden. Man 
muß die zwei Sinusgl. aufſuchen, in welchen die drei gege— 
benen Seiten vorkommen; dann findet man aus jeder derſel⸗ 
ben eine der unbekannten Seiten. 

Erſtes Beiſpiel. Sind die auf einander folgenden 
Seiten a, b, c gegeben, fo findet man, daß fie alle drei in 
(, d) und (8, e) vorkommen. Aus (8, e) beſtimmt ſich d, und 
aus (8, d) findet man e, naͤmlich 
asin AA bsin(A EB) —+ csin(A+-B-4-C) 


2 — smAFB-+C+D) 
ARTE asin(E-+A) +-b sin(E--A+-B) + esin(E--A--B-4C) 
2 sınE 4 


Man kann aber auch, wenn ſchon die eine der beiden 
Seiten durch die Formel berechnet iſt, wodurch fie hier bez 
ſtimmt iſt, die andre Seite durch diejenige Coſinusgleichung 
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berechnen, welche von dieſer Seite ſelbſt benannt ift- Hat 
man z. B. ſchon d berechnet, fo bekommt man aus (C, e) 
e = — [acosA-+bcos(A-+-B)+ccos(A.C)-+dcos(A..D)]. 


Zweites Veiſpiel. Werden die Seiten e und e gez 
ſucht, ſo hat man aus (8, e) 
asin A- bsin (A-) — Lein E 


W em (AE BEC) 


Dann aus (8, c) 
dein D-＋a sin (D--E-+-A) — b . 
em (DE) 
Oder dafür aus (C, e) 
e = — [acosA + bcos(A+-B) +ccos(D-+E)-+dcosE]. 


$ 491, Es find drei Winkel und vier Seiten 
gegebenz man ſoll die fehlende Seite und die feh⸗ 
lenden Winkel berechnen. 

Die gegebenen Seiten moͤgen immer ehr DB ch. ce, 
Die Auflöfungen find dann hauptſaͤchlich aus (S,a) herzunch: 
men. Dieſe Gl. kann aber dabei in folgenden Geſtalten zur 
Anwendung kommen: 
(0) O=bsinB+csin(B-++C)+dsin(B-+C+D) 
+esinB+€E+D-+E) 
(8) O=bsin(A+C+D-+E) +esin(A+D-+-E) 

—+-dsin(A+E) + esinA 

(C) 0=bsinB — esin(A+D-+E) — dsin(A-+E) — esinA 
(D) 0 =bsinB-Fesin(B+C) — dsin(A＋ E) - esinA 
(E) O=bsinB-+csin (B+C) + dsin (B-HC+D) — esinA. 

‚Nun find aber drei Fälle zu unterſcheiden, nach der * 
Lage der gegebenen Winkel gegen die vier Seiten und auch 
gegen einander. 


Erſter Fall. Die gegebenen Winkel ſind von den ge— 
gebenen Seiten eingeſchloſſen, alſo die Winkel C, D und E. 


e — — 
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Hier kann B aus (A) oder A auf eine gleiche Weiſe 
aus (B) geſucht werden. Es iſt aber, wegen A+B+C+D+E 
= Ak. R, nur noͤthig, den einen dieſer Winkel zu beſtim⸗ 
men. Für B findet ſich aus (A) durch Anwendung von [11 
($. 445.): 

bsinB + csinB.cosC + ccos B. sin C 
0= I dsinB.cos(C--D) + dcosB,.sin(C-+D) 
＋Tesin B. cos (C DE) e cos B. sin (CDE) 
daher, indem man mit cos B dividirt, dann durch Verſetzun⸗ 
gen weiter umwandelt: 
16 B esinC + dsin(C+D) + esin(C-+-D-HE) 
7 b-+ee0sC—+deos(C-+-D)+ecos(CHD-FE)" 

Man würde dieſe Formel auch durch Elimination der 
Seite à aus (C, b) und (8, b) erhalten, zu welchem Ende 
man nur in (C, b) das Glied a. cos (CD EAA) oder 
2. cos B, in (8, b) aber asin (C+D-HE-+-A) oder —asinB 
auf die andre Seite der Gl. verſetzen, und dann die letzte Gl. 
durch die erſte dividiren muͤßte. 

Wollte man nun noch die fehlende Seite a aus den ges 
gebenen Größen b, c, d, e, C, D, E unmittelbar berech⸗ 
nen, fo würde man die Gl. (Q, ab) anzuwenden haben. Diefe 
iſt aber fuͤr die logarithmiſche Rechnung nicht bequem, es 
wäre alſo beſſer, erſt nach obiger Gl. B und daher auch A 
zu beſtimmen, dann aber a aus irgend einer Sinus: oder Co⸗ 
ſinusgleichung, ausgenommen (8, a), welche dazu unbrauchbar 
iſt, da fie a nicht enthält. Am beſten dient dazu die Geiz 
chung (8, b) oder (C, b). 

Zweiter Fall. Es ſind drei Winkel gegeben, die zwar 
auf einander folgen, aber nicht durchgaͤngig von gegebenen 
Seiten eingeſchloſſen ſind. 


Geometrie Thl. II. 12 
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Hier iſt, um zuerſt die unbekannten Winkel zu beſtim⸗ 
men, wieder (8, a) zu Grunde zu legen. Sind die gegebenen 
Winkel z. B. A, B, C, fo findet man entweder D aus (8, a) 
in der Umformung (E), oder E aus der Umformung (D). 
Fuͤr D z. B. entſtehet aus (E) 

> e sin A — bsinB — csin'B+C 

sin B- C D) = HH Zen BEN, 

Hat man hieraus B+C-+-D gefunden, fo iſt der Wins 
kel D durch Subtraction der bekannten Summe B-+-C zu 
beſtimmen. 

Die Seite a, welche ſich aus (Q, ab) unmittelbar, aber 
nur unbequem berechnen laſſen wuͤrde, kann man hierauf am 
beſten aus (C, a) beſtimmen, wonach 

a=—[bcosB-++ccos(B+C)+dcosE+A)-+ecos A]. 
Dritter Fall. Es ſind drei nicht auf einander fol: 
gende Winkel gegeben. f 

Hier laͤßt ſich, wenn man zunaͤchſt einen der unbekann— 
ten Winkel berechnen will, die Aufloͤſung nur aus (8, a), oder 
einer der Umformungen dieſer Gl., durch Einfuͤhrung eines 
Huͤlfswinkels nach der Methode von §. 463. erhalten. 

Außer b, c, d, e feyen z. B. die Winkel A, B, D 
gegeben, fo kann entweder C aus (E) oder E aus (O) bes 
ſtimmt werden. Es geſchehe das Letztre. Man verwandelt (CO) 
durch Aufloͤſung von sin (ADE) und von sin (XE) 
nach [1] (F. 445) in 
c sin (AD). cos E A c cos (& D)sin E I b sin B 
+ dsin A. cos E + dos A. sin E, e 

Nun ſtelle man, zur Beſtimmung der Huͤlfszahl m und 
des Huͤlfswinkels q die Gleichungen auf 

sin (AD) + dsinA = msinp 
ccos(A-+D) + deosA mcos ꝙ 
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ſo gehet obige Gl. uͤber in x 
msinp.cosE + mcosp.sinE = bsinB—esin A 
oder m.sin(p +E) = bsinB—esinA, 


sin (AD) ＋ dsin A 
cocos (AD) + d cos A 
— esin (AD) + d sin A 
7 sin 


(bein — esinA), sin 


alſo 2 sin (P-+E) 2 csn (AD) + dsinA " 
Die Regel zur Berechnung ift in (1) u. (2) enthalten. 

Durch Beſtimmung von E ift auch ſchon C gefunden. 
Um noch a zu berechnen, koͤnnte wieder unmittelbar eine Quaz 
dratgleichung dienen, nämlich (Q, ce); bequemer iſt es aber, 
nachdem die Winkel C und E gefunden, die Gl. (C, a) dazu 
anzuwenden. 

§. 492. Alle Seiten nebſt zwei Winkeln des 
Fuͤnfecks find gegebenz man ſoll die übrigen Wine 
kel berechnen. 

Erſter Fall. Die gegebenen Winkel ſeyen zwei bes 
nachbarte, z. B. A und B. 

Hier berechnet man am beſten zuerſt den Winkel D, 
den mittleren der unbekannten C, D, B, und zwar aus 
(Q,ce) c*+d?+ 2cd cos D S e?+ a?-+ b?+ 2eacos A 

＋ 2ebcos(A-+-B) -+ 2abcosB. 

Nachdem hieraus D gefunden, beftimmen ſich die Win: 
kel C und E nach $. 491. Zter Fall. 

Zweiter Fall. Die gegebenen Winkel ſeyen zwei nicht 
benachbarte, z. B. A und C. 0 

Hier wuͤrde es weniger einfach ſeyn, den zwiſchenliegen⸗ 
den Winkel B, als einen der andern, D oder E, zu ſuchen. 
Es moͤge hier D beſtimmt werden (fuͤr E wuͤrden aͤhnliche 
Formeln erſcheinen); dazu dient die Gleichung (2, be), 

= 12* 


wobei () gp = 


und m 
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naͤmlich 
en . a2 ＋ Zea cosA = b?+ c?+ dz 2be cos C 
+ 2bdcos (CD) + 20d cos D. 
Durch Aufloͤſung von cos (C α O) erſcheint 
2 (bd cos C ed). cos D — 2b d sin C. sin D P, 
wenn hier 
P = er az T Zea cosA — bz - c d: A2 becos C. 
Man ſetze 2(bdeosG ＋ ed) = m sin ꝙ 
2bdsin C = m cos ꝙ 


fo entſtehet (1) ig = cot + 4.5 
8 * Ab dein 
cos p 5 
folglich (2) sin(p—D) = Inc: cosp. 
Die Regel der Berechnung liegt in (1) und (2), und in der 
Gl., wodurch P beftimmt wird. Die Berechnung eines der 
übrigen Winkel B und E kommt fodann auf $. 491. 3ter Fall 
zuruͤck. 

8.493, Um aus 2n—3 gegebenen Größen eines Viel⸗ 
ecks, die aber nichts anders als Seiten und Winkel ſind, den 
Inhalt zu berechnen, dient folgender 

ehrſgtz. Wenn bei einem Ecke alle Seiten und Wins 
kel gegeben ſind, ausgenommen eine Seite nebſt den beiden 
daran liegenden Winkeln (wie §. 491 erſter Fall), fo findet 
man den Inhalt, indem man 

1) jedes Paar der gegebenen Seiten, — es ſeyen zwei 
benachbarte, oder nicht — unter ſich und auch mit dem Si⸗ 
nus des Winkels, den ſie an ihrem Schnittpunkte bilden, mul⸗ 
tiplicirt, und zwar fo, daß, wenn man z. B. ab mit sin (a, b) 
oder sin B multiplicirt hat, dann ac mit sin (a, e) oder sin( BA) 
(nicht mit sin (e, a), was = sin (D-HE+...A) oder = 


„und msin(p—D) — P 
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—sin(B-+C)), dann ad mit sin (a, d) oder sin BCD), 
ferner ba mit sin (b, d) oder sin (CD) multiplicirt werden 
muß, u. ſ. w. 4 

2) dann dieſe verſchiedenen Producte addirt, 

3) die entſtandne Summe mit 2 dioidirt. 

Die Richtigkeit dieſes Satzes wird hinreichend erhellen, wenn wir 
nach der Reihe die Formeln für das Dreieck, Viereck und Fuͤnfeck dar 
legen, welche dieſem Lehrſatze untergeordnet ſind. 

I. Beim Dreiecke iſt nach $. 431. der Inbalt F I be zin A, 
wenn AB durch c, AC durch b bezeichnet wird, und A den innern Wins 
kel an A bedeutet. Jetzt iſt aber AB durch a, 40 durch e zu bezeich⸗ 
nen, daher entſtehet 

F = 4acsinA — Icasin(c,a), 
wo man nun unter A auch den Außenwinkel an A verſtehen kann, deſ— 
ſen Sinus dem Sinus des innern Winkels gleich iſt. Ganz auf gleiche 
Weiſe hat man ni 1 
2. F. —absinB — absin (a, b), 
wobei durch Fz ER werden ſoll, daß vom Inhalte eines Dreiecks 
die Rede iſt. 

Ul. Beim Vierecke ABCD (Fig. 47) werde die Diagonale 40 
gezogen, und mit p bezeichnet, Der Inhalt von JAC heiße Fs, der 
von AACD aber f, endlich ſey F, der des Vierecks. Dann et 

(A) 2 F. = 2, + 28 
Hier iſt aber, nach I, 
(B) 2F, = ab sin (a,b) absinB 
und (0) 2 Cb. ca. sin (cb, CA) 
= cp .sin(c,p). 

Nun bat man, wenn man den auf Vielecke von jeder Seitenzahl 
anwendbaren Satz, der im h. 484. in Bezug auf das Fuͤnfeck in der Gl. 

An ein (Xx. AB) + BC. ain xx, BC) + CD. sin &, CD) 

＋ DE. sin (Xx, DE) ＋ EA. sin (Xx, EA) — 0 
ausgedrückt iſt, auf das Dreieck CAB anwendet, und dabei CD als bie 
Abfeiffenare Xx betrachtet, die Gl. 
a pin (e, p) + ain (e, a) -+ bsin (e, b) — 0, 
Hier iſt aber sin (c, a) = — zin (a, c) 
sin (c, b) = — sin (b, c), 
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daher auch psin (e, p) = asin(a,c) + bein (b, e). 
Setzt man dieſes in (C), ſo hat man 
Kc 21 — acsin(a,c) 4 be zin (b, e) 
indem man dieſen Werth von 2£ ſammt dem von 2 E aus (B) in 
81 (A) ſubſtituirt, iſt endlich 
1 2F, = ab un (e, b) + 20 ein da, o) —— bo ein G.,) 
oder 2F. — absinB acsin (BO) + besinC, 
III. Beim Fuͤnfecke ABCDE (Fig. 48) werde die Diagonale AD 
mit q bezeichnet. Der Inhalt des Fuͤnfecks ſey — Fs, der des 4ecks 
ABCD — F,, der des Dreiecks ADE — f; dann hat man 
(A) 255 = 2. + 2 
(B) 2F. = ab sin (a, b) -+ acsin (a, c) ＋ be sia (b, c) 
(C) 2f = DE. DA. sin (DE, DA) — dq sin (d, q). 
Jieetzt wende man den ſchon in II erwähnten Satz aus §. 484 auf 
ABCD an, indem man DE als Abfciffenare anſiehet, fo hat man 
q sin (d, q) — asin(a,d) + b sin (b, d) ＋ sin (e, d) 
daher > = ad sin (a, d) + bdsin(b,d) + cd's in (e, d) 
alſo 2 F, = ab sin (a, b) + acsin (a, c) + ad sin (a, d) 
-+ bo sin (b, c) ＋ bd sin (b, d) + cd sin (e, d) 
oder 2F, — ab sin B + ac sin (BEC) + ad sin (B--C-4-D) 
—+ besinC + bdsin (CD) + cd sin D. 
$. 494. Die in den $$. 439, 440 u. 441 behandelten 
Aufgaben über das Viereck und Sechseck laſſen ſich auch, an⸗ 
ders als dort, nach den eben beendigten Lehren der Polygo: 
nometrie auflöfen. Hieruͤber mag noch Einiges bemerkt wer— 
den. 


7 
* 


Aufgabe von §. 439. 
Dieſe Aufgabe für das Viereck entſpricht der in §. 491. 
erſter Fall behandelten für das Fuͤnfeck. Man findet, unter 


X,, B', C D' die Außenwinkel, oder die Supplemente von 


A, B, C, P verftanden, die Sinusgleichung 
(S, d) 0 = dsin D' asi (D' -A) + bsin (D AA＋ ) 


1 a sin A! bsin (A“ B 
woher (1) gD = 320054’ ＋ bcos AB)) 
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Dinn findet man die geſuchte Seite aus der Quadratgleichung 
(2) = CD = a2 A＋ ba d: 2 ab cos B’+ 2 ad cos & 
＋ 2bd cos (A AB)), N 
oder, nachdem die W. D' und C durch (1) beſtimmt find, 
bequemer durch die Coſinusgleichung 
(3). g= [dcosD’-Hacos(D’+A’) -+bcos(D’-+A’+B')] 
Endlich ift der Inhalt, nach $. 493, 
(40 FS. lab sin B' ＋ ad sin A’ A bd sin (A ＋ B)]. 
Anm. Zu den Formeln (2) und (4) hätte ubrigens auch ſchon 
die in §. 439. angegebene dritte Methode geführt, wenn man dort 
ſchon die erſt in $. 445. abgeleiteten Formeln gekannt, und folgende 
allgemeine Schluͤſſe angeſtellt hätte: Es iſt (Fig. 32.) 
DR = QP S 2 bcosB — d cos A 
CR = bsinB — dsin A. 
Setzt man dieſes in die Gl. oo = DR CR?, fo bekommt man un: 
ter Anwendung von 
cos a? ＋ sin a? 1 ö 
und cos a. cos b — sin a, sin b = cos @+b) | 
zuletzt c Sa be d?— A ab cosB - 2 ad cos 
N + 2 bd cos (A ). 
Dieſe Gl. faͤllt aber mit (2) ganz zuſammen, indem 
cos A — cos (2 R -A) = — cos A“ 
co B — cos@N—B) — — cosB’ 
cos (AEB) cos (AR -A -B) — cos (A“ -B). 
Ferner iſt, was den Inhalt betrifft, 
2 D 2,(AADQ ＋ ABCP + Trap. PCDQ) 
Num iſt 8 2 A e 
2. ACP — PR. c 
und 2 Tr. PCDQ = Op. (CPO 
= G -A- (CP-FDQ) 
= a.(CP-+-DQ)—AQ.CP—AQ.DQ—PB.CP—PB.DQ. 
Setzt man dieſe Werthe in obige Gl. für F, fo kommt 
2F =. (CP DO — A. Cp — PBR. p 
= a.(bsinB-f-dsinA) — bdsinB.cosA — bdcosB .sinA 
= ab,sinB . adsinA — bd sin (AB). 
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Es iſt aber ein A = in (R -A) = in A“ 
zin; — zin (ZR -“) = sin B- 
sin(A-+-B) — sin (dR—A - — iin (A A-B0). 
Durch Subſtitution dieſer Werthe erſcheint nun die Gl. (. 
Aufgabe von $. 440. 

Hier kann (entſprechend $. 492. 2ter Fall) bequem zu: 
naͤchſt der W. E (naͤmlich der aͤußere) beſtimmt werden, 
mittelſt der Quadratgleichung 

d?-+ e?+ f?-+- 2decosE + 2 dfcos(E-H-F) + 2efcosF 

= a®+-b?-+c?+2abcosB + 2accos(B-++C) +2becosC. 
Es muß dabei cos (EA F) aufgelöfet und ein Huͤlfswinkel 
eingefuͤhrt werden. 

Dann findet man den W. A durch die Sinusgleichung 

0 = bsinB-+csin(B+C)—dsin(E+F+A) — esin (FA) — fsin F, 
wobei ebenfalls ein Huͤlfswinkel noͤthig iſt. 
Aufgabe von. 441. 

Man bekommt hier die unbekannten Seiten b und d 
durch die Sinusgleichungen 

GS, d) 0 = asinA +bsin(A-+-B) A csin (ABA) 

(5b) 0 = csinG +dsin (C+D) + asin (CD-). 


V. Vermiſchtes. 


Beſtimmung der Werthe der Functionen gewiſſer Windel, 
die dem rechten Winkel commenſurabel find. 

§. 495. Die Formeln aus $. 403. für die Functionen 
der Winkel 2R und 3 R enthalten die Quadratwurzeln aus 
2 und 3, fordern aber keine höheren Rechnungen als eben 
Quadratwurzel-Ausziehungen. Es giebt aber noch andre, 
dem rechten Winkel commenſurable Winkel, deren Functiomen 
ſich ebenfalls durch Formeln ausdruͤcken laſſen, die keine hoͤ⸗ 
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heren Rechnungen, als Quadratwurzel-Ausziehungen in fi 
ſchließen. Hieher gehoͤren unter andern die Winkel von der 
Form IR, alſo 18 = ER, 36° — ER u. ſ. w. 

In F. 360 iſt, geſtuͤtzt auf $. 287, gefunden, daß, 
wenn MA der Radius eines Kreiſes, die Chorde AB des 
Centriwinkels AMB von 36° (Fig. 49.) = #.(—1-+-V5).MA 
iſt. Es werde nun ZAMB durch MC halbirt, fo hat man 

Aud = 18 R, ein AIG = n. 
Hier iſt nun Ad HAB = 4.(-14-V5).MA. 
Man bekommt alſo 

sin 18 — cos 72 = 4.(—14-V5) = 0, 30907. 

Wendet man nun die Formeln von $. 402 an, fo gelangt 
man, mit Huͤlfe verſchiedener arithmetiſcher Umwandlungen, 
zu folgenden Formeln für die übrigen Functionen des Wins 
kels 18°; 

cos 18 S sin 72 . V0 A- 275 
ig 18 cot 72 . 75. 7/5 — 75 
cot 18e — 1872° 5 25 
sec 189 — cosec 720 — 2. 5. 710275 
cosec 18 = secc72’—= 1 ＋ 5. 

8. 496. Kennt man den Coſinus eines Winkels a, fo 
kann man vermittelft [13] auch die Coſinus der Winkel za, 
1 a, za u. ſ. w., allgemein der Winkel von der Form Fr 
bierechnen, ohne daß dazu eine Höhere Rechnung, als Quas 
dratwurzel⸗Ausziehung, erforderlich wäre. Es ift naͤmlich 

cos za — 2 + cosa, 
dann cosa T Zcosz a, 
cos 3a = 2 VTcosza, u. ſ. w. 
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Durch Subſtitutionen findet man hieraus 
cos a 43V (?-++V2-+2:cosa) 
cos a DVA Zcosa)) u. ſ w. 
Da auch die Formeln des §. 402, durch welche aus 
einer gegebenen Function eines Winkels jede andre Function 
deſſelben Winkels berechnet werden kann, keine höheren Rech⸗ 
nungen, als Ausziehung von Quadratwurzeln fordern, ſo er— 
hellt, daß uͤberhaupt, wenn der Werth irgend einer Function 
von a gegeben iſt, ſich die Werthe aller Functionen der 
Winkel 
a, Fa, Za. . , allgemein 8a 
berechnen laſſen, ohne daß höhere Rechnungen, als Auszie- 
hung der Quadratwurzel, anzuwenden waͤren. 
Was noch insbeſondre die Sinus betrifft, ſo hat man 
nach [147 
sinza — 2702 — 2cos a 
sin a = 3V2—2cos}a 
sin za = 2 V cosi a u. ſ. w. 
und daher sin za = 53V (2—YV2 + 2cosa) 
sin ga = 1V@-V@-+-V2+ 2c0s2)) u. ſ. w. 
8. 497. I. Zur Beſtimmung der Functionen der Win: 
kel von der Form. —- N ſetze man a = R = 90, wo 


cosa — 0, fo hat man, mittelſt der Formeln von $. 496: 


cos 45 = 272 sin 45 272 

cos 224 — ZV2-+-Y2 sin 224 2 27/2—72 

cos 1IA4 = 3V(2+V2+Y2) sinll# = 4y(2—Y2+Y2) 
u. ſ. w. ' u. ſ. w. 


Was die übrigen Functionen betrifft, fo mag nur noch 
angegeben werden, daß 
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cot 221 — 2 ＋-1 18225 = Y2—1 
wie ſich aus den Formeln [18] und [16] und den ſchon in 
$. 403 angegebenen Werthen von cosec45 und cot 45 ergiebt. 
II. um die Functionen der Winkel von der Form — R 
2 
zu beſtimmen, ſetze man in den Gleichungen von $. 496 für 
a den Werth R = 60°, alſo cosa — z, ſo erſcheint: 
cos 30 = ZVY2 +1 = 2/3, sin 30% = 4/2— 12 4 


cos 15 = 272 ＋ 3 sin 15 2 272 — 3 
00574 = IV@HVAFVE) ee = - 
u. ſ. w. u. ſ. w. 


Die Werthe von cos 15 und sin 15 koͤnnen auch fo aus: 
gedruͤckt werden 
cos 15 = :.(Y6-+Y2), sin 15 = 3(V6 — 2). 
Mittelſt [187 [16] und F. 403 erhält man 
cot 15 S 2 ＋ 3, 1815 = 2— 783. 
III. Aus den Functionen von +R in §. 495 kann 
man auf aͤhnliche Weiſe die Functionen aller Winkel von der 


Form R berechnen. Wir wollen jedoch dieſes unterlaſ— 


fen, und nur ſtatt deſſen die Functionen von 36° angeben, 
die ſich hier ebenfalls, und zwar auf verſchiedene Weiſe ent⸗ 
wickeln laſſen. Es iſt 

cos 36 4. (1 5) 

sin 36 4. 710 275 

cot36 = 4V5.V5 + 275 

836 = V5 — 2775 

cosec 36 — +Y5. 10 275 

sec36 — —1-+ 5. 

Den Coſinus findet man z. B. entweder ſo: 
1) cos36 = ZVY2 + 200572 = 2/2 ＋ 2sin1S. 
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Setzt man hier ſtatt sin 18 feinen Werth aus §. 495, fo 
kommt, nach Vereinfachungen 
cos 36 476 + 2 5 
was einerlei mit cos 36 —= 4. (1 + 5) 
oder 2) mittelſt [8] 
cos 36 cos 182 — sin 182. 
Hier ſtatt cos 18 und sin 18 die Werthe aus . 495 geſetzt, ift 
cos 36 — mn — or = Er. (14-Y5). 
$. 498. Indem man nun noch hauptſaͤchlich die For⸗ 
meln [1] bis [4] anwendet, laſſen ſich noch die Functionen 
vieler andrer Winkel berechnen.“) Z. B. die von N oder 
6° bekommt man mittelſt der Gl. [3] [4], wenn man a=36°, 
b=30° fest. Es findet ſich hiedurch 
cos 6 V= 275 ＋ 3/3. (12%) 
sin 6 = 373. 10 - 275 — ;:(1+Y5), 
in Decimalbruͤchen 
cos 6 — 0, 99452189537 sin6 — 0, 10452846327. 


2 Der Verf. glaubt, ſich hier der Kürze befleißigen und auf Weni⸗ 
ges beſchraͤnken zu muͤſſen. Den ganzen Gegenſtand der 9. 495 
bis 498 hat er weiter ausgeführt, in dem auch in den Buchhandel 
gekommenen Programme: Inquisitio in plurimorum angulorum 
functiones goniometricas, quarum valores per radices aequa- 
tionum quadraticarum exhiberi possunt, Halae 1820. (Libr, 

Benger., i. c.). Er erlaubt ſich noch, ansıführen, daß er in dies 
ſer kleinen Schrift unter andern auch folgende Formeln gefunden 
bat, welche früher noch nicht bekannt geweſen zu ſeyn ſcheinen 


sec6° — V3 — 5 — 2/5 
cos ec 120° — 13 + v+ry5 
oobec 24 — s ＋ 7/5 — N75 


tec 42 - 5 + V5 + 75 
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8. 499. Aus dem bekannten cos6 findet man 
cos 3 2% + cos 6 — 0, 99862953476. 

Man moͤchte hieraus cos! zu berechnen wuͤnſchen. Dazu 
koͤnnte Gl. [22] dienen. Setzt man darin a S 1, fo hat man 
cos 3 — 4cosl’— 3cosl. 

Alſo, wenn man cos! als Unbekannte mit x bezeichnet, 
x? — * = Zcos3 = 0, 24965738369. 
Dieſe kubiſche Gleichung koͤnnte nun naͤherungsweiſe geldfet 
werden. Man wuͤrde dadurch bekommen 
cos! = 0, 9998477 
und koͤnnte hieraus die übrigen Functionen von 1° finden. 
Man ſiehet auch, wie man nun weiter die Functionen von 
30˙, 15’, 5 qund vieler andrer Winkel berechnen koͤnnte. Die⸗ 
ſes mag einigermaßen eine Idee davon geben, wie die trigo⸗ 
nometriſchen Tafeln wohl haͤtten berechnet werden koͤnnen, 
obgleich höhere arithmetiſche Lehren weit vollkommnere Wege 
zu dieſem Ziele anzeigen. 
* * * 


Anwendung goniometriſcher Functionen zur Auflöſung 
he algebraiſcher Gleichungen. 


$. 500. Wie ſchon nach den §5. 457 u. f. die gonio⸗ 
metriſchen Functionen und Tafeln zur Erleichterung vieler Rech⸗ 
nungen, die ſich nicht einmal auf Winkel beziehen, angewandt 
werden koͤnnen, ſo koͤnnen ſie dies auch nicht ſelten bei der 
Auflöſung algebraiſcher Aufgaben. Es mag dies nur an We⸗ 
gem gezeigt werden. 
§. 501. I. Aufgabe. Zwei Unbekannte aus den Glei⸗ 
chungen zu beſtimmen 
(1) 1* ＋ 5 2 
(2) xy . ce’ 
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Erſte Aufldfung. Man ſetze, um eime Hülfszahl und einen 
Huͤlfswinkel einzuführen, 
x f cos ꝙ, 5 ＋ fein ꝙ. 
ſo bekommt man, durch Subſtitution 
. (eos -ein q) a, fein S. cos ꝙ —b 
1 2b 2b 
und daher 8 ein 20 frz 
Daher fpricht ſich die Vorſchrift zu einer bequemen Togerithmifch, 
trigonometriſchen Rechnung in den Gleichungen aus: 
2b 
(a) sin?p — = 
(b x Va. cos ꝙ, und y = Vu. ein ꝙ. 
Zweite Auflöfung Man ſetze 
* f. V cot ꝙ, y f. Vigꝙ, 


ſo bekommt man 


aus (2) f. Vcot . ig g f = b, alſo f = Vb, 
aus (1) f. (cot P EP) = a, 
oder nach [19] 212. cosec 20 — a 
oder sm 29 = 2 — En 5 
a a 
fo hat man die Rechnungsvorſchrift B 
z 2b 
(a) sin 20 — * 
b — 
b = Mu == VRR . 
(b) x F y Vb. ig ꝙ 


II. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
(1) x?—y2z a 


(2) xy b. 
Aufl. Aus denſelben Annahmen ergiebt ſich: 
Wenn (2) tig 2 = =, 
4 din b * 
ſo iſt (b) x Va- 7 — Vr tgꝙ. 
$. 502. I. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
(1) R N 2 


2) XR N b. 
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Aufl. Unter Annahme, daß * —fcsp, y i fein ꝙ,. 
kommt aus (1) Po, alſo f = Ya, 
aus (2) f. (cos q + sin ꝙ) b x 
oder nach [32] f. 2. ein (450 f pP) b. 
Folglich, wenn (a) sin (45% f ) — 4 
22 
fo iſt (b) * a. cos ꝙ, 1 Ve ein ꝙ. 
II. Aufgabe. Die Gleichungen zu loͤſen 
(J) * ＋ 5 = 
(2) * 2 ie 


Aufl. Wenn (a) ein (450 — m — 575 3 
a 


fo ift (b) V esp. 1 = Va. tin ꝙ. 
$. 503. Aufgabe. Die Gl. zu loͤſen . 
() X ＋ y = 2 
(2) e 


Aufl. Man muß zwei Fälle unterſcheiden: 
Erſtens. b iſt eine poſitive Zahl. 
Man ſetze hier * f. cot . y e f. ig. 
fo üſt aus (2) eb, alſo f = Vb. 
Aus (1) unter Anwendung von [19] 


2f. cosec 20 = a 
Folglich, wenn (a) ein 20 — 2 9 
: b 
fo üft (b) Xx vo va Vb. ig ꝙ. 
Zweitens. b iſt eine negative Zahl. 
Mam ſetze * fcotP, yz—ftp 
fo üft aus (2) — f= b, alſo = -b. 


Dieſſer Werth von f ift reel, weil — b poſitiv. 
Num iſt ferner aus (1) mittelſt [20] 


2k. cot 20 = a 
f 2y—b 
Folglih, wenn () 12p = * 
1 V—b ur 
fo iift 0 Sr rue y -b. tg ꝙ. 
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§. 504. Aufgabe. Die quadratiſche Gl. x ＋pX 
aufzuloſen. 

Aufl. Aus der Theorie der quadratiſchen Gleichungen iſt ser 
kannt, daß, wenn die beiden geſuchten Werthe von x mit x, x” bezech⸗ 
net werden, die Gleichungen Statt finden 

* «ra * — _p 


x x" — 


Hienach wird dieſe Aufgabe auf die vorige zurückgeführt, indem man 
vertauſcht 5 x, . pe 
mit * ae; —p, > 


und fo findet fich: 
Erſtens. Für g — einer negativen Zahl. 


Wenn (a) zin 20 — 7 

fo iſt ) . IE, * — Y tg ꝙ. 
Zweitens. Für g S einer poſitiven Zahl. 

Wenn (a) 182 = — 2Va 

fo ift ) * 2 10 „ V -A. 60. 


Anm. Aus obiger quadratifcher Gl. erhalten, zu Folge ihrer al 
gebraiſchen Aufloͤſungs-Gleichung 


( xz=-Hp=y (3) * 


die Unbekannten x, imaginäre Werthe, wenn g negativ, und da⸗ 
2 
bei größer als (g) if. In diefem Falle it aber auch 2/8 grö- 


2 k 21 —4 
fer als p, und daher giebt die Gl. sin 20 = — 7 für den 
Sinus einen Werth, der größer als 1, und fo laͤßt fich kein Huͤlfswin, 
kel p beſtimmen. Man muß daher zur Auflöfung obige Gl. (er) bes 
nutzen, doch kann man zur Erleichterung der Rechnung nach dieſer Glei⸗ 
chung zuweilen mit Vortheil den Kunſtgriff aus F. 459. 1 anwenden. 
§. 505. Aufgabe. Die kubiſche Gl. 
Xx ＋ mx n = 0 
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3 
füe den Fall, wo m negativ, und nl 2.(57)', in wel⸗ 


chem Falle x drei reelle Werthe hat, und die Cardaniſche 
Formel auf Kubikwurzeln aus imaginaͤren Binomen fuͤhrt, 
mittelſt eines Huͤlfswinkels aufzuloͤſen. 
Aufl. Man lege die Gl. [22] zu Grunde, wonach 
(A) cos a5 — cos a — A cos3a — 0 
und ſetze x — f. cos Y, welches in die aufzulöfende Gl. ſubſtituirt, giebt 
3. cos P? + m. fcos FE n = 0 


oder (B) cos —+ Fr cos ꝙ —+ En >= 9. 
Nun ift, damit (B) der Form von (A) untergeordnet werde, zu ſetzen 
= = —7 und 47 = —+co39Q, 
—m 
Daraus folgt k = — Im, SV a 
4 
und cos 3 — 47 0 
So hat man: Wenn (3) f 272 
2 4 
und (b) cos 3 ꝙ = —_— 
jo iſt () x = f. cos ꝙ. 


Es iſt hier erlaubt, für 3 0 drei verſchiedene Winkel aufzuſtellen, welche, 
wenn 3’ etwa den kleinſten poſitiven, zwiſchen ON und AR enthalte 
nen andeutet, in den Formen enthalten ſind, 

3, 30 ＋ 360°, 30 ＋ 7200, 
damn hat in (e) die 3 Werthe 

, op’ N 1200, . + 2400 

und hieraus bekommt man die drei reellen Werthe von k. Man ſchreibe 
u ſtatt 3“, fo hat man als Rechnungsvorſchrift die Gleichungen 


(a) 1 = 278 
(b) cos u = 


we f.costu 
(c) | la f. cos (Tu + 1200) 
x" f. cos (gu + 2400). 
* * * 


Geometrie Thl. II. 13 
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Summation der Sinus einer beliebigen Anzahl von Wim 
keln, die eine arithmetſche Progreſſion bilden. 
§. 506. Aufgabe. Ma ſoll die Sinus der n Winkel 
a, ab, a4 2b. 4 (u- . b, a (u) b 
ſummiren, oder alſo den durch die Gleichung 
S = sina sin(a b) sind- 2b) „ + sin(a+ (n—1) b) 
beſtimmten Werth von S in ener einfacheren Form darſtellen. 
Aufloͤſung. Man gelangt zum Ziele, wenn man jeden Sinus 
der Reihe mit 2 in 4 b multiplicirt, die entſtehenden Producte mittelſt 
[12] umwandelt, dann durch Addtion eine Gleichung ableitet, welche 
durch Aufheben ziemlich einfach aus allt, dann noch einige Umwandlun⸗— 
gen vornimmt, die ſich hauptſaͤchlich auf [12 ſtuͤtzen. 
Man findet auf dieſem Wege 
2sin a. sin 4b — cos(a— tb) — cos (a - Ab) 
2sin (ab). sin Zb — cos(a+4b) — cos (a Ab) 
2 ein (a-}2b). sindb— cos (2 f- 3b) — cos (a-+-$b) 
u. ſ. w., zuletzt 


a 2n— 5 2n—3 
2sin(a+(n—2)b).sindb — cos N b) — ji SER. a 


np). 


Durch Addition erhält man 
28 — 
sin b. S — cos (a- b) — cor + b) 


oder 22in 1 b. S 2 2. eine. -b)zein--b, 
folglich 
cos(a—}b) — costa b N einde b) . sin —b 
Tein 4 b 12 rn 
Beiſpiel. Man ſoll die Summe 
sin 10 + sin 20 + ein 30 . , ＋ sin 89° + sin 900 
berechnen. — Es iſt hier a = 1, b = 1, n 90, und daher 


in 453, sin 450 
s S. Co-. = e = 57,983... 
2 


= 


* * * 
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> Aufgaber über das Dreieck. 
$. 507. J. Aufgabe. Es ift die Summe zweier Sei⸗ 
ten eines Dreiecks, AC BO s, gegeben, nebſt allen 
(eigentlich nur zwei) Winkeln; man ſoll daraus die Seiten 
BCO == x, AC = , AB S z berechnen. 
Aufl. Aus der Proportion xiy — sinA ! sin B hat man 
(y): x = Cin A sin B): sin A 
(Y) 1 (Ein A sin B) ! sin B. 
Ferner iſt x: 2 sin A: sin C. 
Daher entſtehet, wenn man X y mit s, und EN willkuͤhr⸗ 
lich mit M bezeichnet, 
3 = 3 0 2 3 un S 
Aus den Gleichungen * Dein A, yr Dein B, = DsinC, 
wo D der Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes iſt, hätte man dieſel⸗ 
ben Formeln finden koͤnnen. Es konnen aber dieſe Formeln noch weiter 
umgewandelt werden, indem man sin A I sin B nach [9] umaͤndert. 
Wendet man dabei noch die Gleichungen an, 


I 


un r = co C, und 4 = ein (B 4-20), 
welche ſich auf 14 + 2B 2 = 9000 ſtützen, fo kommt man auf 
Werthe für x und y, die ſich mit den in §. 444 für AC u. BC durch 
Conſtruction gefundnen uͤbereinſtimmend zeigen. 

II. Aufgabe. Die Differenz zweier Seiten, B= AC gd 
iſt gegeben, nebſt den Winkeln, man ſoll die Seiten berechnen. 

Die Aufl. iſt der von I. ganz ähnlich, 

§. 508. I. Aufgabe. Es iſt die Summe zweier Sei; 
ten BCA = s, die dritte Seite AB ec und der ihr 
gegenuͤberliegende Winkel C gegeben. Man ſoll die unbekann⸗ 
ten Winkel A, B, und die unbekannten Seiten BC = x, 
AC= y berechnen. 


x sin A 1 sin B 
Aufl. Aus er — n rt 2 ein C folgt 
s.sin Q. 


tin A einB — 
13* 
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Hiedurch iſt die Aufgabe auf I. in F. 466, zurückgefuͤhrt. 


Es iſt aber sin A ein B = 2.sin _ — x Bi; cos 3 

zin C — 2. in äh, ER, 
daher entſtehet die Gleichung 

cos (A— f) __ cost(A—B) 

(200 Br cos 4 AB)) en 

Dies iſt ein ſchon in §. 436 u. F§. 475. enthaltener Lehrſatz. Man fin⸗ 
det daraus A—B „ einz 

cos 2 — n 


Hienach beſtimmen ſich leicht die Winkel, dann auch die Seiten x, y. 

1T. Aufgabe. Aus der Summe BC AC s, der 
Seite c, und der Differenz der anliegenden Winkel X — B 
dieſe Winkel A, B nebſt den unbekannten Seiten zu berech— 
nen. 

Die Aufl. iſt leicht aus (A) herzunehmen. 

III. Aufgabe. Aus der Differenz B — AC d, 
der Seite o, und dem gegenuͤberliegenden Winkel die übrigen 
Groͤßen zu berechnen. . 

Aufl. Nach einer Methode, die der von J. ſehr ähnlich iſt, be- 
kommt man die Gl. 


d sin (A—B) sin+ (A—B) 
S * sin (ALB) * cos 4 2 


welche ſchon in den $$. 430 u. 475 gefunden iſt. Aus derſelben bekommt 
man leicht die geſuchten Groͤßen. 

IV. Aufgabe. Aus der Differenz 80 — Ad = 
der Seite c, und der Differenz der anliegenden Fr 
die übrigen Größen zu berechnen. 

Die Aufl. iſt leicht aus (B) herzunehmen. 

Anm. Die Rechnungsvorſchriften, zu denen obige Auflöfungen 
führen, kann man auch aus den Conſtructions-Aufloͤſungen (F. 184. 
Aufg. 1, 2, 5 u. 6) herleiten. 

$. 509. Aufgabe. Es find zwei Seiten eines Dreis 
ecks BC S a und AC = b gegeben, nebſt der Differenz 
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der gegenuͤberliegenden Winkel A — B = u; man ſucht die 
Winkel. 

Aufl. Aus (A) und (B) in $. 508. folgt 

— — = = Ei (S. auch g. 436 u. 9.475). 

Durch dieſe Gl. beſtimmt ſich 1 (A f), und dann findet man 
hieraus und aus u die einzelnen Winkel A u. B. 

§. 510. I. Aufgabe. Die durch das Loth CD auf 
AB gebildeten Abſchnitte AD =f, DB S g, find gege⸗ 


ben, nebſt dem Winkel C; man ſucht das le 
Aufl. Es if DB = E, GAD - 


daher tgDCB }t8ACD = g —f 
nz tg DCR — tgACD tg ACD 2 — f 

tg CB ig AMD an 8 ＋ T 

ein DGB — ACD) 2 — f 
oder nach L] en(5eß f Ach) F . 
Es iſt aber DCR ＋ ACD S C, Don — ACD S A- B, 
sin (A — B) s 2 i 

folglich ein (4 — B) = 5 85 : in C. 


Wie man hieraus die Winkel A, B, dann die Seiten AC, BC 
finden kann, ergiebt ſich leicht. 

II. Auf abe. Es find die Abſchnitte f, g, nebſt der 
Differenz A — B D u gegeben; man ſucht das Uebrige. 

Die Aufl. wird leicht aus (C) hergenommen. 

§. 511. I. Gegeben die Summe der Seiten, BC+AC=s, 
der Winkel C, und die Differenz der auf AB durch das Loth 
gebildeten Abſchnitte, naͤmlich DB— AD Sg m; man ſucht 
die Winkel A, B, und die uͤbrigen Groͤßen. 


7 CD KORK sinA «FR nB, 
Aufl. Es iſt » = 5 * in O sin A. sin B 


sing 
sin (A — B) 


m D. cotB - CD. cot A = CD in sin A. sin 
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8 sin A ＋ sin B 
daher m = ein (AB) 
oder, unter Anwendung von [9] und [7] 
s sin + (A-+-B) 


) m = mad 
Dieſe Gleichung giebt einen Lehrſatz, der im Fruherem noch nicht vor⸗ 
gekommen. Man findet aus derſelben 3(A—B), danm die Winkel A, 
B, und endlich leicht die Seiten AC, BC u. ſ. w. 

II. Aufgabe. Gegeben die Summe BC AC Ds, 
die Differenz der Winkel A—B S u, und die Differenz der 
Abſchnitte DB — AD — m; man ſucht die Winkel A, B 
u. ſ. w. 

Die Aufl. ergiebt ſich aus Dy 

III. Aufgabe. Gegeben die Differenz BC - AC d, 
der Winkel C, und die Differenz DB— AD S m; geſucht 
A, B u. ſ. w. 

Aufl. Durch Schluͤſſe, die den in 1. eee aͤhnlich ſind, 
gelangt man zu der Gleichung 

d cos (A+B 
2 m = er 1 
woraus ſich das Weitere leicht ergiebt. 

IV. Aufgabe. Gegeben BC - AC d, A- Bu, 
und DB — Ab — m; geſucht A, B u. ſ. w. 

Die Aufl. folgt aus (E). 

5.512. I. Aufgabe. Es iſt gegeben AB e, CD h, 
und der W. C, man ſucht A, B u. ſ. w. 

Aufl. Es iſt (5. 431) cot A ＋ cotB + 

Hiedurch iſt die Aufgabe auf diefe zuruͤckgefuͤhrt: Zwei Winkel 
aus ihrer Summe und der Summe ihrer Cotangenten zu beſtimmen. 

sin (Ah Ain (Ar 
Aber cot A cotB — b 808 See) 
Daher ergiebt ſich cos(A—B) — cos(A+-B) — = „ sin (A+4-B) 


2h 
oder co(A—B) = g . in C — cos C. 
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Hienach kann man A—B berechnen. Um die Rechnung aber zu erleich⸗ 
tern, kann man auch einen Huͤlfswinkel nach §. 462, einführen. Das 
durch erhaͤlt man: 8 

Wenn (1) gp = 5 fo iſt (Y cos(A—B) = MEER. 

II. Aufgabe. Gegeben AB=c, CD Sh, und 
A—Bzu; man ſucht A, B, Cu. ſ. w. 

Aufl. Nach aͤhnlichen Schluͤſſen wie in I. oder auch aus den in 
I. gefundnen Gleichungen findet man: 

Wenn (1) 18 — ZE fo iſt 2) zin (C—QP) cos u. sin ꝙ. 

III. Aufgabe. Gegeben DB—AD=m, CD S h 
und ZC; man ſucht A, B u. ſ. w. 

Aufl. Man findet cot B — cot A — . Hiedurch iſt die 
Aufgabe auf dieſe zurückgeführt: Zwei Winkel zu ſuchen aus ihrer Summe 
und der Differenz ihrer Cotangenten. Jene Gleichung giebt aber 

sin (A—B) are) 
Cos(A—B) —cos(Aa+B) D RN 
umd daher Ah sin(A—B) — m cos(A—B) = — mcos(A+B) = m cos C. 
ieraus A—B zu beſtimmen iſt ein Huͤlfswinkel nach F. 463. einzuführ 

rem. Man findet: 2 
Wenn (1) g S ggf · ſo iſt 9 ein (A- ) S cos C. sing. 

IV. Aufgabe. Gegeben DBB = AD Sm, CD=h 

umd A—B S u; geſucht A, B, C u. ſ. w. 
Aufl. Aus III. folgt: 


Iſſt () tg —= k fo iſt () cos — e 


$. 513. Aufgabe. Es iſt gegeben AB S ec, der 
M. C, und das Product (Rechteck) der zwei Seiten AC, 
BC, namlich AC. BG = p; man ſucht A, B u. ſ. w. 


. sin B c. sin A 


Erſte Aufl, Aus A0 Inc. und BC = ac 


we 
follgt sinA,sinB — — . 


Hliedurch iſt die Aufgabe auf §. 467. I. zuruckgefuͤhrt. 
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Zweite Aufl. Da der doppelte Inhalt des Dreiecks iſt — en 
psin C 


und auch — AC. BC. ein C p. sin C, fo hat man h = 5 


wodurch die Aufgabe auf 512.1. zuruͤckgefuͤhrt iſt. 

Bei jeder dieſer Aufloͤſungen finden ſich dieſelben Aufldfungsfos 
meln. 

§. 514. Aufgabe. Es iſt gegeben der Umfang U 
eines Dreiecks, das Loth CD—h und der W. C; man 
ſucht die Winkel A, B u. ſ. w. 

Aufl. Wegen AD — hootA, AC — hcosec A 


iſt AD AC — h. (cosec A cot A) h. cotæ A 
und DB BC — h. (cosec h cot B) h. cot 3B. 
Daher cot A ＋ cotàB — = 


Da man auch 1 A ＋ B = R- C kennt, fo hat man zwei Winkel 
aus ihrer Summe und der Summe ihrer Cotangenten zu beſtimmen. 
Dieſe Aufgabe iſt mit der von $. 468. verwondt. Da 
are 2sinuhv) 
u ot mn. mr m cos(u—v)— cos(u-}y) 
fo befommt man 41 
cos (A-) e cos 0 + sing 
Zur Erleichterung der Rechnung kann man einen Huͤlfswinkel nach §. 462. 
einfuͤhren. 
§. 515. I. Aufgabe. Es iſt gegeben ZA und die 
Summen AB ＋ BC = p, AC-+-BC = q; man ſucht B, 
Cu. ſ. w. 


Aufl. Wegen AB — . BC hat man 
p C. 4 — 1 
sin A 

Nachdem man eben fo q beſtimmt hat, findet man 

pg = sin A ＋ sin (AB) : sin A + sin B. 
Durch Anwendung von [1] und andre Verwandlungen kommt 

(p — q cos A). sinBß — ꝗsin A, cosB — (gp). sin A. 

Hieraus kann man B nach $. 463. finden. — Auf ähnliche, Art find fol 
gende Aufgaben zu behandeln. 


BIELIOTERA 
A. CLAIEVMICZA 
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II. Aufgabe. Aus AB - BC, AC - BC und ZA 
diie Winkel B, C zu berechnen. a 

III. Aufgabe. Aus AB-+-BC, AC - BC u. ZA 
zu berechnen B und C. 

§. 516. I. Aufgabe. Es iſt gegeben ZC = 905, 
deas Loth CD S h, und KC BC = s; man ſucht den 
Winkel A. 


Aufl. Man bat h. (cosec A + sec A) — 8 
cos A ＋ sin A cos A ＋ sin A 3 
deaher Tcos A. im — un 2K =, Ih 
1 ＋ sin A. cos A s? 


Durch Quadriren kommt — 5 2455 =. 
2 
Mo 1 ＋ ein A A . Gin2a)?. 
Ssonach iſt ein 24 durch eine unreine quadratifche Gleichung beſtimmt, 
zun deren Aufloͤſung auch der Kunſtgriff von $. 504. anwendbar iſt. — 
Alehnlich iſt folgende Aufgabe zu behandeln. 
II. Aufgabe. Gegeben C= MW’, CD=h und 


AC — BC = d; geſucht der Winkel A. 


§. 517. Aufgabe. Es iſt gegeben ZA, der Umfang 
— U, der Flaͤcheninhalt F; man ſucht die Seiten AB x, 
Ad == I BC = 2. 


Aufl. Es ergeben ſich die Gleichungen 


25 
(ö) XJ = U—z D xy D In 


(3) * 2 ＋ y? — 2x y. eos A — 22. 
Allus (1) und (3) folgt 
U? — 2Uz — 2x. (I ＋ cos A) — Axy, cos A2. 

Daher, vermittelſt 2) U? — 2Uz — 4F.cot$A, 
Hdieraus beſtimmt ſich z; dann kann man das Uebrige finden. 

% 518. Aufgabe. Es iſt gegeben AB S c, ZC 
uund die Gerade CE ef, die den Winkel C halbirt (Fig. 50) 
mnan ſucht das Uebrige. 
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Aufl. Man ſuche zunaͤchſt den BEC — x, Es iſt 
A — f. sin 3 C f. sin 40 
ein (x- 40) sin ( +FC) 
c sin(x + +C) + sinix— IC 
Die me = mario meer 
Es gilt aber die merkwürdige Gleichung 
sin (a b) . sin (a— b) — ein an — sinb? 
(oder (ins sin b), (sina—sinb)), 

welche man unter andern fo erhält: Nach [12] iſt 

ein (a-4-b) . sin (a—b) — . (oos 2b — cos 2a) 


EB 


daher auch = . (cos 22) — . (- cos 2b) 
folglich nach [14] = sina? — sinb?, a 
Unter Anwendung dieſer * und der [9] kommt 
0 — 2. ein x. cos C 


fein E = — in C2 
Hieraus entwickelt ſich für zin x eine unreine quadratiſche Gleichung. 


e 


$. 519. Aufgabe. Man kennt die Lage dreier Punkte 
A, B, C (Fig. 51.) gegen einander, fo daß man die Wer: 
the der Linien CA = a, CB — b und des Winkels ACB 
—= GC hat; fuͤr einen vierten Punkt D find die 2 Winkel 
ADB = u, BDC = » gegeben; man ” die Winkel 
CAD = x, CBD S y berechnen. 


Aufl. Aus AACD ift cD = tar 
7 . sinu 
aus ABCD cb = e 
daher zin x; ny — bsinu  asinv, 
Ferner iſt x 5 2 8 8 
wenn S — 3600 — (C Fur). 


Hiedurch kommt man auf die Aufgabe von 5. 464. I. zurück und findet, 
(nach der zweiten dortigen Aufl.) 
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x2—y bsinu — asinv 

0) 15757 — bmu + asinv - 
und mittelft des auch an der angeführten Stelle angewandten Kunſtgriffs 
ſind die Auflöfungsformeln 

yet, Du b. 618. 

Anm. Dieſelbe Aufl. findet man aus der Conſtruction der Auf⸗ 

gabe (vergl. F. 166.20. Man conſtruirt uͤber A0 einen Kreisbogen, der 
einen Peripheriewinkel — u, und über CB einen andern, der einen Pe⸗ 
ripheriewinkel — v faßt; dann iſt der Schnittpunkt D der geſuchte Punkt. 
Man findet aber, wenn M und N die Centra jener Kreisbogen find, 
leicht die Gleichungen 
( MeA = Ru, Nch = Rv. MCN = C- Ru-, 
CN A c =, LCNM = 4CND —y 


22 b 
cM = Tinu CN ein 
Nun iſt, n 436. Gl. (C 
„nach $ (O) N= N 
tg} (CMN - CNM) — TNFCM cot MCN. 
Hier aus gelangt man, durch Subſtitution und Umwandlung, zur Gl. (I). 


1535, 


* * * 


Vom Vierecke im Kreiſe. 
$. 520. I. Bezeichnet man bei einem Vierecke im Kreiſe 
ABCD (Fig. 52) die Seiten AB, BC, CD, DA nach der 
Reihe mit a, b, c, d, und den Umfang a+-b-+c-4-d mit 
28, alſo 
die Ausdruͤcke Z2.(—arb-++c+d) mit s—a 


3.(a—b-+c+d) s—b 
3.(a+b—c-Hd) s—c 
3.(a+b-+c—d) s—d, 


und es follen aus den Seiten die Winkel BAD und BCD, 
wellche Supplementwinkel find, berechnet werden, fo dienen 
dazu folgende Formeln: 
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ber S EALER LEST, 
(J) cos BAD = —cosBCD S e 
— 2.066 — b). (sc) 
oder = D 
oder = 11 


ad ＋ bc 


(2) sing BAD = cos BCD — Ve 
1 a c 


1 — sin BOC — (— b). (s-) 
(3) cos BAD = sing BCD A 


i BAD = cot!BCD = Veen 


(s—b).(s—c) 


6) sin BAD Dein BCD b. V- Eb) -c). Uch. 
Ableitung. Durch Anwendung der Gl. zwiſchen den Seiten 
und dem Coſinus eines Winkels eines Dreiecks hat man, wenn man die 
Diagonale BD mit q bezeichnet, aus AABD: 
de = 22 ＋ d?— 2 ad. cos BAD 
und aus ABCD, wegen BCD — 1800 — BAD, 
d ba ＋ c + 2b. cos BAD. 
Hieraus ergiebt ſich (1). Dann findet man (2) und (3) mittelſt [13] 
und [14 ), endlich aus dieſen Gl. auch (4) und (5). — Aehnliche Fors 
meln für LAB C und ADC find leicht zu bilden. 


II. Der Flaͤcheninhalt des Vierecks, der durch F be: 
zeichnet werden moͤge, wird durch die Gleichung ausgedruͤckt 


F = V(s—a).(s—b) .(s—c) .(s—d). 

Ableitung. Es iſt AABD — fad. sin BAD 

und ABCD = Fb. sin BAD, 
daher durch Addition F =. (ad ＋ bo. sin BAD. 


Setzt man hier ſtatt sin BAD feinen Werth aus (5), fo bekommt man 
die zu beweiſende Gleichung. 


III. Wird der Radius des umſchriebenen Kreiſes mit 
R bezeichnet, ſo iſt 
R = 4 :Vlac-Hbd). @b+-cd). adFbe). 
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Ableitung. Nach g. 434 iſt sinBAD — Sk 
dies in ABAD — gad. ein BAD 
geſezt, kommt ABıD = , = 
(was auch aus F. 282, folgt). chen g gel ſeyn 
eq 


ABO = AR 
dA be). . 
4R 


| daher 2 
Setzt man hier ſtatt q feinen leicht nach $. 383. zu entwickelnden Werth, 
naͤmlich 

a (ac bd), (ab + cd) 
9 ad A bc 


fo bekommt man für R die obige Gleichung. 

Will man ſtatt des Werthes von q bloß den Ptolemaͤiſchen Satz, 
nach welchem pa — ac bd (unter p verſtanden 40), anwenden, ſo 
kann man ſo ſchließen: 


d be). 
55 e 


ſo muß auch ſeyn A . 
multiplicirt man an dieſen Gleichungen, und ſchreibt ac Abd ſtatt pq, 
fo entſtehet das Verlangte. 
Anm. Stellt man ſich bei dem 1 5 im Kreiſe vor, der 
Punkt C falle mit D zuſammen, ſo it CD=c=0, BD=BC=b, 
das Viereck iſt ein Dreieck ABD geworden. Er man alſo in den Gleis 
chungem c — 0, fo gehen fie in Gleichungen für ein Dreieck im Kreiſe, 
d. h. fr ein Dreieck im Allgemeinen, über, und zeigen ſich mit laͤngſt 
bekannten Formeln für das Dreieck übereinflimmend, wenn man nur 
noch wertaufcht 
N BAD, a, b, d 
mit BAC, e, 2, b, 


* * * 
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Gleichungen für die Functionen von drei Winkeln, deren 
Summe = 2, nebſt einigen Anwendungen. 


$. 521. Drei mit a, b, é bezeichnete Winkel mögen 
als Summe 2 R geben, alſo die Bedingungsgleichung 
(B) a ＋ bc = 2% 
Statt finden, ſo hat man Folgendes: 


I. Es gelten die Gleichungen: 


. . * a b 7 
() sina sin b sin c = 4cos-—— .cos =. cos 


2 2 2 
(b) sina sinb—sin c —= 4 sin > sin 2 cos - 


(6) cosa cos b cos c = 4sin -. sin 2 „sin EI 


(d) cos a cosb— cos c 4 cos cos * . sin — — 1. 

Beweis. Gl. (a) findet man fo: Auch wenn (B) nicht Statt 
findet, bat man nach [Y) u. [7], wenn man ſtatt sin und cos nur # 
und c ſchreibt 


ab a—b 0 
2 +37 0 


82 W 


b er. 
ein >» 
RER . 


Wegen () iſt aber 4 Nr und cos 2 + 


alſo sah sb ＋ sc — 2. (ebe 


aber nach [117 iſt cos "5 PERS 2 — = 205 . 608"? 
hieraus gehet (a) hervor. Gl. (b) wird ähnlich bewieſen. 


Gl. (e) folgt fo: Auch wenn (B) nicht Statt findet, iſt 


b —b 2 
rn er - 2 
—b ab 
oder, wegen (B) 2 = 23.5 ＋ „(eos co T) 
—b b j b 
Es ift aber ee — 2 ein - . ein 


Dies ſubſtituirt folgt (e). Gl. (d) wird ähnlich abgeleitet. 
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II. Ferner iſt 

(e) sin 22 + sin 2b + sin 2c = 
() sin 2a sin 2b — sin 2c A4cos a, cosb. sin c 
(g) cos2a + cos 2b + cos 20 = cosa cosb cos c) 
(h) cos2a ＋ cos 2b — cos 2c — 1 — 4sina sinb cos c. 

Beweis. Dieſe Gl. laſſen ſich nach der Reihe aus (a) bis (d) 
ableiten. Man ſetze naͤmlich 

am Id, bed, = 2R— c', 
ſo ergiebt ſich aus (B) 

2R = 6R — ( b c 
daher A+-b cl = 4% 
Ferner iſt sina — tina, sinb — sinb', sine = sine’; dann 
cos a = cos u, ſ. w.; ferner sin Ta — cos u. ſ. w.; endlich 
cos Ia — sing u. ſ. w. Durch Subſtitution erhält man nun aus 
(a) bis (d) vier Gleichungen, welche für a b e 4 gelten. 
Man ſetze in dieſen Gleichungen 2A, 2B, 20 ſtatt a“, b“, c', fo hat 
mam Gleichungen, fuͤr die Bedingung, daß a 
24 1 2B ＋ 20 = 4, oder AT BTC = aM. 

Schreibt man dann, der Gleichmaͤßigkeit wegen, ſtatt A, B, C wieder 
a, b, c, fo hat man die zu beweiſenden Gleichungen. 


4 sin a. sin b. sine 


III. Für die Tangenten gilt: 
() tga T tgb ige = tga. tgb. ige 
(k) 1 cota.cotb + cota, cote + cotb.cotc. 
Beweis. Wegen (B) iſt ige = —tg(a+b), alſo 


iga ＋ gb 
* 1 - iga. igb 


Hieraus entſtehet (1). Dann bekommt man (k), indem man auf beiden 
Seiten mit tga . tgb . tge dividirt. } , 
IV. Endlich gilt: 
cosa? + cosb?+} cos c? — I- cos a cos b cos c 
(in)) sin az + sin bs + sin c? = 2 2 cosa cosb cos c 
(n) 25a? sb ＋ 2sa? sc ＋ 2sb? 5c?— sat — 8b4— c“ 
= 4sa? sb? sc?, 
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oder auch 
(a)“ (sa4+sb+sc). (—sa+sb+5c) .(sa—sb-4Hsc) „(sa4sb-—sc) 
= Asa? , sbs sc“. 
Beweis. Wegen (B) hat man 
cos o — — cos (ab) = — cosa, cosb + sina , sinb 
daher durch Verſetzen und Quadriren 
sina , sinb? — cos a2 , cosb? + 2cosa , cob. cose + cos cz, 
Da aber ein an. sinb? (I cos a2) . (1 — cos b), 
ſo bekommt man durch Subſtituiren u. ſ. w. die Gl. (0. 
Dann iſt sin a? + sin b + N Ka 
＋ cosa? + cosb? »coscet) 7 
Ziehet man hievon () ab, fo erfiheint (m). 
Aus (m) iſt endlich 
4 cos a? cosb? cos c — (ein a2 + sinb? + sin c — 2? 
oder 4. (-ein a:) (1 — ein bz) (1 — sin c) 
= (ein a? + sin b? + sin c — 9%, 
Führt man links die Multiplication, rechts die Quadrirung aus, fo 
erſcheint (n). 
Gl. (n), welche eigentlich nur eine andre Form von (n) iſt, fin⸗ 
det man bequem ſo: Nach (b) iſt 
3 8 . 8 c 
sin a ＋ sinb — sine — sin z- sin 57 cos 57 
2 a 1 E 
sinn — sinb einc — 4sin I cos -＋ sin gr 
daher durch Multiplication 
(a) Ga—sb-+ sc) (sa sb — sc) — 4sin->— sin b sin c. 


Ferner iſt aus (a) und (b) 
5 8 b 
sina + sinb + sine — 400; cos - cz 


E 5 e 
— sin a T sinb + since — 4 cos IT ein sin 577 
2 2 


alſo durch Multiplication | 
2 

(b) (a heb sc) (sa eb sc) — 4cos - sin b sin c. 

Durch Multiplication von (a) und (b) kommt (u). 
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Anm. Es ſey a = R — A, b = R-, = R— C, fo 
iſt, wegen (B) ABC = R, ferner sin a g cos A, cosa sina 
u. ſ. w. Subſtituirt man dies in (), fo kommt 

sin A2 ＋ sinB?+ sin C — 1-—2sinA sin B sin C 
eine Gleichung, die für die Bedingung ABC = R gilt. Aehn⸗ 
liche Ableitungen kann man aus (m) und (n) machen. 

$. 522. Da die drei Winkel eines Dreiecks der Gl. 
A+B+C = 2R genügen, die ſich von (B) nur dadurch 
unterſcheidet, daß ſtatt der kleinen Buchſtaben große ſtehen, 
fo läßt ſich erwarten, daß zwiſchen mehren der Gl. (a) .. (n) 
und gewiſſen bekannten Gleichungen für das Dreieck eine Vers 
bindung Statt finde. Wirklich zeigt ſich dieſes bei vielen Glei— 
chungen, hauptſaͤchlich mittelſt des Satzes aus §. 434., wos 
nach 2 X ze AK = ac 
welcher dazu dient, den Uebergang von der einen Klaſſe der 
Gl. zur andern zu machen. Es mag Solches an Folgendem 
nachgewieſen werden. 

L Da wegen A+-B+C=2NR, sin A= sin (B), 


ſo iſt 
sin A sin B cos C + cos B sin C. f 
Man ſchreibe ftatt ein A, ein B, ein C die Werthe, B=. 
. 1D. ſo kommt, beim Aufheben des D, 
a = bcosC + ccosB. 

Dies iſt Gl. (1) aus §. 471. Umgekehrt wuͤrde aus diefer 
Gl. durch die Subſtitutionen a = D. sin A u. f. w. ſich er: 
geben sin A = sin B cos C cos B sin C. 

II. Man ſetze in den Gl. (a) und (b), die im Be: 
weiſe zu $. 521. IV. gefunden find, ſtatt der kleinen Buchs 
ſtaben a, b, c die großen, und dann 15 u. ſ. w. ftatt sin A 


w. ſ. w., fo hebt ſich D, und man erhält 
Geometrie Thl. II. 14 
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aus (a) (a- bc) (ab- c) S 4sin = be 


aus (b) (be) ab e) = 4c be. 


Dieſe Gl. fallen mit (3) und (4) von $. 473. zuſammen. 
Auf aͤhnliche Weiſe folgt aus (n)“ eine Gleichung, die 
mit (6) aus $. 473. zuſammenfaͤllt. N 
III. Fuͤhrt man an (b) die Multiplication aus, ſo 
kommt 


— sin a2 ＋ sinb?-+ sin c? -+ 2sinb sine —= cos 8. sinb sin c 
oder — sina? sin bs sein c — 2sinb sin c.(—1+-2cos A 
oder nach [13] — 2cosa sinb since. 

Setzt man nun A, B, C ſtatt a, b, e, dann yu. ſ. w. ſtatt 


sin A u. ſ. w.; fo hat man durch Aufheben von D, 
— a2 ＋ be c A2 bc cos A, 

die Gl. (2) von §. 472. 

V. Durch Dioiſion von (a) durch (b) kommt eine 
Gleichung, die mit (5) aus §. 473. zuſammenhaͤngt. 

§. 523. Aus Gl. (!) kann man auf folgende Weiſe die 
Formel zur Berechnung des Inhaltes eines Dreiecks aus ſei— 
nen Seiten ableiten. Es iſt bekanntlich (f. Fig. 73. zum Iften 
Thl.) wenn c den Beruͤhrungspunkt der Seite AB und des 
eingeſchriebenen Kreiſes bezeichnet, Ac S s a, und daher, 
wenn der Radius r heißt, 


j — Ace __ da 

gAnıc = — = = 

Eben fo tg B ma = za == — 
cr 


tg Cm b = 
Es gilt aber ZAmc + Bma + Cmb = 2, folglich gilt 
für die Tangenten dieſer Winkel die Gl. (), und es ift 
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—2 — — __ oa 1—b — 
Er EU S , 
rc r r E x r 


folglich, weil (s—a) + (s—b) + sc) = 38 — 28s s, 
s . * — (s—a) .. (-b). (sc) (ſ. $. 278.) 

Mittelſt F = s.r erhält man hieraus die Gl. für F. 

Dieſe Ableitung giebt Gerono in Gergonnes Annales de 
Math. T. 15. p. 305. 

§. 524. 1. Aufgabe. Für ein Dreieck find die drei 
Winkel und der Umfang Sp gegeben; man ſucht die Seiten. 

Aufl. Bezeichnet D den Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes, 
ſo iſt 0 
BCD D. sin A, AC D. sin B, AB =D. ein C, 
daher p — D. (in A + sinB + sinC), 


N * n 
Folglich D em A + sinB + in G' 
und, mittelſt Gl. (a) aus $. 521, 
8 
4. cos 4 A. cos 2 B. cos 2 U 
330 RBB VERPIRNBBRN, IT... © ER 
Daber BEZ sin A in B sin C 2. cos 4 B. cos 4 C 
1 p-sinB * p.sintB 
m T iinß md — 2. cos A. cos 4 C 
4 2 p. sin C Er sein 10 


em ＋ nB ＋ sinc — T. cos 1 A. co B 

II. Aufgabe. Fuͤr ein Dreieck ſind die Winkel und 
die Größe AC ＋ BC - AB S g gegeben; man ſoll die 
Seiten berechnen. . s 

Aufl. Sie iſt der Aufl. der Aufgabe J. ähnlich, und dabei kann 
Gl. (b) aus f. 527. benutzt werden. 

§. 525. I. Aufgabe. Für ein Dreieck iſt die Summe 
AC ＋ BO Vs, die dritte Seite AB = c, und der an 
derſelben liegende Winkel A gegeben; man ſoll die Winkel 
B und C berechnen. 


ein B ‚sin A 
Erſte Aufl. Aus 40 An » BC = ER 
11* 
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. (ein A sin B) 
folgt = » mn 
Hieraus s. sin A. cos B — (e . cos A) . sin B — c,sinA 
und daher, mittelſt eines Huͤlfswinkels, die Aufloͤſungsformeln: 
s. ein A c 
D ig = e — oi oder cot ꝙ nA — cot A 


2) sinp—B) = mt 

Zweite Aufl. Nach den erſten in der vorigen Aufldfung ent- 
wickelten Gleichungen hat man ß 

s!’c — sin A sinB ! sin C 

s—c sin A + sinB — sinC 

alſo auch s 0 = sin A —+ sin E ＋ sin C' 
Aendert man hier den Zaͤhler und den Nenner des letzten Bruches nach 

den Gl. (a) u. (b) aus $. 521, um, fo bekommt man 


82 
e tg A. tg B 


s — 
alſo ig 1B = et cot A. 


Anm. Man kann die Auflöͤſungsformeln beider Auflöfungen auch 
aus der Conſtruction der Aufgabe ($. 162. J.) herleiten, unter Anwen⸗ 
dung von $. 431. Zuf. 1. und $. 436. Gl. (O). 


eee Von einem Dreiecke iſt die Differenz 
AC — 30 SD d, die dritte Seite AB Sc, und der an 
derſelben liegende Winkel A gegeben; man ſoll ZB und C 
berechnen. ö 

Dieſe Aufgabe kann nach aͤhnlicher Art behandelt werden, wie die 
in I. 

§. 526. I. Es ſeyen M, m die Centra des umſchrie⸗ 
benen und des eingeſchriebenen Kreiſes (Fig. 53), ferner R. r 
die Radien derſelben, und D die Linie Mm, der Abſtand der 
Centra, dann gilt 

Dz = R? — 2Rr. 

Beweis. Man fälle aus Mund m die Lothe MP und mp auf 

AB, und bilde mittelſt des Lothes MN das rechtwinklige Dreieck MNm, 
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Dann iſt r pm —Am,sinzA 

— AB. sin 23 __ AB,sin5B — Ag. in EE 
Rn mb tt re 
und AB = 2R. sin C (nah. 434, wo D2R) . 
alſo r 4R. sing Ain 2 B sin C, 


oder nach Gl. (e) 
(A) r R. (cos A ＋ cos B cos C I). 
Weiter iſt Ap = 2(—a+b+c) = R. (sin Ag sin Bein C) 


und AP = FAB = RsinC 
alſo Pp Ap — AP g R. (— in A sin B). 
Ferner Nm — pm — PM — r—RcosC 


oder nach (A) Nm R. (cos A cos B I). 
Nun iſt D = Pp. Nm? = R?, (— sin A sin B)2 
＋ RZ. (cos A cos B — 1)? 


und alſo R 
Di sinA? + sinB? — 2sin A sin 
RT — [ra ++ cos B2 + 2cosA cos B 
— 2 cos A — 2AcosB + 1 


— 3-2 cos A — 2cos B — 2cos C. 


Eliminirt man hieraus und aus (A) die Summe cos A cos cos C, 
ſo kommt 


9 r 
. 
woher die zu beweiſende Gl. entſpringt. 

Zuſatz. Sind von den drei Größen D, R, r zwei gegeben, fo 
iſt durch die bewieſene Gleichung die dritte beſtimmt. Da aber zwei 
Stuͤcke nicht hinreichen, ein Dreieck zu beſtimmen, fo werden dann im⸗ 
mer noch unendlich viel Dreiecke möglich ſeyn, bei welchen dieſelben Groͤ— 
ßen D, R, r vorkommen. Dann folgt: Wird (Fig. 53.) für das AABC 
der eingeſchriebene und der umſchriebene Kreis conſtruirt, dann im letz⸗ 
tern eine beliebige Sehne A/B’ gezogen, nur fo, daß fie den eingeſchrie⸗ 
benen Kreis berührt, ferner aus A’ und B’ Gerade gezogen, die denfel« 
ben Kreis berühren, fo ſchneiden ſich dieſe Gerade in einem Punkte C, 
der im Umfange des umſchriebenen Kreiſes liegt, und ſo entſtehet ein 
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zweites Dreieck A B' C, das denſelben eingefchriebenen und denfelben um⸗ 
ſchriebenen Kreis hat, wie ABC. (Man vergl. hiezu den Anfang der 
Aufl. der Aufgabe von $. 359). 

II. Während M und R daſſelbe, wie in I., bedeuten, 
bezeichne m' den Mittelpunkt eines außeneingeſchriebenen 
Kreiſes, etwa deſſen, der die Seite BC ſelbſt, von AB und 
A aber die Verlaͤngerungen berührt, “ den Radius dieſes 
Kreiſes, und D’ die Entfernung der Mittelpunkte, dann iſt 

D’= R’+ 2Rx. 

Beweis. Dem von I. ganz ähnlich, Man findet 


„ AR. sin g A cos B cos C 
5 = R. (- cos A + cos B ＋ csC—I), 
Dann D' = R?,(sinA + sin B)? 
＋ R?,(—cosA + cosB + 1), 
1 D˙² r 
—_ = 12 
Endlich R 105 R 


und hieraus die obige Gleichung. 
Auch laßt ſich bier Aehnliches ſchließen, wie im Zuſatze zu I. 


— —— -—— 
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Fünfte Abtheilung. 


1. Rectification und Quadratur des Kreiſes. 


§. 527 Das Meſſen einer geraden Linie mit einer ge— 
raden kommt, genau betrachtet, darauf zuruͤck, daß man die 
eine, welche als Einheit dienen ſoll, oder Theile derſelben, 
mit den Theilen der andern zuſammenhaͤlt, und daraus, daß 
ſie congruiren, ihre Gleichheit erkennt. Auf demſelben Wege 
auch das Verhaͤltniß einer krummen Linie zu einer geraden 
zu erforſchen iſt dagegen unmoͤglich. Dennoch ſind gerade 
und krumme Linien gleichartige Groͤßen, in dem Sinne, 
in welchem dieſes Wort in der allgemeinen Groͤßenlehre (der 
Arithmetik) genommen wird, und die Geometrie muß auf 
wiſſenſchaftlichem Wege Mittel aufſuchen, Curven, d. h. 
krumme, nach beſtimmten Geſetzen conſtruirte Linien, zu 
rectifieiren, d. h. das Verhaͤltniß jeder ſolchen krummen 
Linie zu einer geraden Linie, die als Laͤngeneinheit angenom— 
men wird, zu erforſchen, fo wie auch Flachen, die von Cur— 
ven eingeſchtoſſen ſind, zu quadriren, d. h. ihr Verhaͤltniß 
zum Quadrate einer Laͤngeneinheit auszumitteln. 
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Die Aufgaben der Nectification und der Quadratur ge— 
hören nun zwar, im Allgemeinen, in das Gebiet der höheren 
Analyſis; doch kann ſchon die Elementargeometrie, mit Hülfe 
der niedern Arithmetik, die Rectification und Quadratur des 
Kreiſes in genuͤgender Strenge durchführen. Die Aufgabe, 
welche in der Kreis-Rectification zu loͤſen iſt, kann ſo gefaßt 
werden: „Eine Zahl zu beſtimmen, welche das Verhaͤltniß 
des Umfangs eines Kreiſes zum Radius ausdruͤckt;“ die der 
Kreis⸗Quadratur ſo: „Eine Zahl zu beſtimmen, die das Ver— 
haͤltniß des Inhaltes eines Kreiſes zum Quadrate des Nadius 
ausdruͤckt.“ Daß es ſolche Zahlen geben muß, welche für ale 
Kreiſe gelten, iſt daraus klar, daß Kreiſe aͤhnliche Figuren 
ſind. 


8.528. Es iſt zuweilen zweckmaͤßig, Curven als Grenz⸗ 
zu ſtaͤnde gebrochner Linien, die aus geraden Theilen be; 
ſtehen, und ſich den Curven immer mehr naͤhern, zu betrach— 
ten. In Fig. 55. nähert ſich die gebrochne Linie abed der 
Curve ſchon einigermaßen in Hinſicht ihrer Geſtalt. Schiebt 
man zwiſchen den Punkten a, b, c, d noch m, n, p ein, 
ſo daß dieſe Punkte ungefaͤhr in der Mitte der Theile ab, 
be, cd liegen, ſo iſt die Annaͤherung der gebrochnen Linie 
ambnepd an die Curve noch größer, indem die Sehnen 
am, bm u. ſ. w. nur ſehr wenig von den zugehoͤrigen Bogen 
der Curve abweichen, und man begreift die Moͤglichkeit, durch 
weitre Vermehrung der Eckpunkte und Sehnen eine gebrochne 
Linie zu erhalten, die fuͤr die ſinnliche Anſchauung mit der 
Curve zuſammenfaͤllt. > 


$. 529. Wird die Sehne bn verlängert, fo hat man 
eine Gerade, welche die Curve ſchneidet; denkt man nun aber 
den Punkt n in der Curve immer näher nach b zu ruͤckend, 
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endlich ſelbſt in b uͤbergehend, ſo erreicht die Sehne den 
Grenzwerth 0, die ſchneidende Gerade gehet in bx, eine Be: 
ruͤhrende am Punkte b, uͤber. Stellt man ſich vor, die Curve 
entſtehe, indem ein ſich bewegender Punkt von a ausgehet, 
und ſich durch m, b, n.. hindurch bewegt, fo drückt die 
Richtung von bx die Richtung aus, welche der Bewegung 
des Punktes in der Stelle b zugeſchrieben werden muß. 


§. 530. Es find ungebrochne und gebrochne Cur— 
ven zu unterſcheiden. Die Curve in Fig. 55. iſt eine unges 
brochne; ſie entſtehet durch Bewegung eines Punktes, der 
immerfort ſeine Richtung aͤndert, aber ſie auch an jeder Stelle 
nur allmälig ändert. Die Curve von Fig. 56. iſt eine 
gebrochne; in derſelben find zwei Ecken vorhanden, b und 
c, wo der ſich bewegende Punkt feine Richtung ploͤtzlich 
andert; an dieſem Punkte b find zwei Beruͤhrende vorhan— 
den bx und by, und der Winkel xby den dieſelben bilden, 
druͤckt die Größe der ploͤtzlichen Richtungsaͤndrung aus. Aehn⸗ 
lüch verhält es ſich an der Ecke c. 

Denkt man in der ungebrochnen Curve Fig. 55. zwei 
Munkte, etwa m und n, ſich einem dazwiſchen liegenden b, 
dier feſtliegend gedacht wird, von entgegengeſetzten Seiten im— 
merfort nähernd, fo wird Zmbn immer größer, und nähert 
fich dem Grenzwerthe 2 Rz; dabei nähern fich die beiden Seh— 
nien bm, bu immer mehr der Richtung der an b gezogenen 
Weruͤhrenden. Stellt man ſich aber etwas Aehnliches in Be; 
zug auf die Ecke b der gebrochnen Curve von Fig. 56. vor, 
fo nähert ſich Zmbn nicht der Grenze ER, fondern dem 
Supplemente des Winkels xby. 


Auch aus geraden und krummen Theilen koͤnnen ges 
brochne Linien beſtehen. 
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8. 531. Die ungebrochnen Curven zerfallen wieder in 
Curven ohne Wendungspunkte und Curven mit Wen— 
dungspunkten. Wie ſich dieſelben unterſcheiden iſt an 
Fig. 57. und Fig. 58 zu erkennen, von denen die erfte ine 
Curve ohne Wendungspunkte, die andre eine Curve mit eirem 
Wendungspunkte iſt. In der erſten, Fig. 57.,- moͤge nan 
einen Punkt nehmen, welchen man wolle, z. B. b, ſo kenn 
man immer zwei benachbarte Punkte m und n finden, zwi⸗ 
ſchen denen b enthalten iſt, fo daß das ganze Stuͤck mbn der 
Curve in der einen von der an b gezogenen Beruͤhrenden ge: 
bildeten Ebenenhaͤlfte liegt. In der zweiten Curve, Fig. 58, 
giebt es dagegen einen Punkt b, der ſich durch eine gerade 
entgegengeſetzte Eigenſchaft auszeichnet. Man kann nämlich 
in feiner Nähe zwei Punkte m unden von der Beſchaffenheit 
finden, daß die beiden Curventheile mb und bu in den bei: 
den einander entgegengeſetzten Ebenenhaͤlften liegen, welche 
von der an ihm gezogenen Beruͤhrenden gebildet werden. 

Eine Curve mit Wendengspunkten wird durch die Wen: 
dungspunkte ſelbſt in Theile getheilt, welche keinen Wendungs— 
punkt in ſich enthalten; z. B. die Curve abed Fig. 59. durch 
zwei Wendungspunkte b und c in drei Theile ab, be, cd, die 
keine Wendungspunkte enthalten. 

Iſt eine Curve ohne Wendungspunkte zugleich in ſich 
ſelbſt zuruͤcklaufend, ſo giebt keine Gerade mit derſelben mehr 
als zwei Schnittpunkte; hieher gehoͤrt z. B. der Kreis. In 
dieſer Hinſicht ſind ſolche Curven den Vielecken gewoͤhnlicher 
Art, mit lauter hohlen innern Winkeln, verwandt (ogl.§. 115). 
Anders kann es bei Curven ohne Wendungspunkte ſeyn, wenn 
dieſelben nicht in ſich zuruͤcklaufen. So bei der Curve Fig. 57. 

§. 532. Lehrſatz. Die von zwei Punkten einer Ebene 
begrenzte gerade Linie iſt die kuͤrzeſte Linie, welche zwiſchen 
dieſen Punkten in der Ebene gezogen werden kann. 
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Beweis. Sollte der Satz falſch ſeyn, ſo muͤßte es 
zwiſchen den beiden Punkten eine oder mehre nicht gerade Li⸗ 
nien geben, welche die geringſte Laͤnge haͤtten, die eine Linie 
zwiſchen dieſen Punkten haben koͤnnte, und dieſe geringſte 
Länge müßte kleiner ſeyn, als die Laͤnge der Geraden zwi⸗ 
ſchen den Punkten. Mit Unterſcheidung aller möglichen Falle 
zeigt ſich aber nun: 

1) Eine aus geraden Theilen beſtehende gebrochne Linie 
kann nicht dieſe geringſte Länge haben. 

Denn nach $. 126, iſt eine ſolche gebrochne Linie länger, als die 
Gerade zwiſchen den beiden Punkten. 


2) Eine in den beiden Punkten begrenzte Curve ohne 


Wendungspunkte kann nicht eine ſolche geringſte Laͤnge haben. 

A und B ſeyen die beiden Punkte (Fig. 60). Man beſchreibe aus 
ihnen, mit einem Radius — AB, die beiden Kreisbogen AS und BS, 
welche ſich in 8 ſchneiden, fo zeigt ſich, daß eine Curve, wie APOB, 
welche einen dieſer Kreisbogen, etwa AS, in einem Punkte P ſchneidet, 
nicht die Fürzefte Linie zwiſchen A und B ſeyn kann. Denn dann wäre 
die Gerade BP — AB, es wäre über AB eine Curve möglich, die der 
Curve BQP congruent wäre, dieſe Curve BQP wäre aber nur ein Theil 
von APQB; die Annahme, APQB ſey die Fürzefte Linie zwiſchen A und 
B könnte alfo nicht beſtehen. 

Hienach iſt klar, daß, wenn eine in A und B begrenzte Curve 
AFGB ohne Wendungspunkte unter allen Linien zwiſchen A und B die 
kleimſte Laͤnge haben, und in der Haͤlfte der Ebene liegen ſollte, worin 
die Kreisbogen AS, Bs liegen, dieſelbe ganz in dem von AB und die— 
ſen Kreisbogen eingeſchloſſenen Flaͤchenraum enthalten ſeyn müßte, Nun 
zeigit ſich aber, daß auch eine ſolche Curve nicht die geringſte Länge haben 
kanm. Man verbinde naͤmlich einen beliebigen Punkt C derfelben mit Au. B. 
fo üſt jede der Geraden A0 und BC offenbar kleiner als AB. Es giebt 
daher zwiſchen A u. B zwei Punkte D, E, fo daß ADAC, BEIZBC, 
und wegen $. 62. muß E zwiſchen A und D liegen. Man denke jetzt, 
in dderſelben Ebenenhaͤlfte, über AD eine Curve AKD = AFC, und 
üben EB eine andre BLE BGC eonſtruirt, fo muͤſſen ſich dieſelben in 
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einem Punkte M ſchneiden. Auf dieſe Weiſe Hätte man zwichen A und 
B eine Linie AKMLBY die um EM + MD kleiner als die Sunme 
AC 4- CGB, d. h. kleiner als die Curve AFCGE wäre, Auf dieſe 
Weiſe kann alſo die Annahme, dieſe Curve habe die gerngſte Linge 
zwiſchen A und B, nicht beſtehen. 

3) Eine in A und B begrenzte Curve mit Wendungs: 
punkten kann nicht die kleinſte Linie zwiſchen dieſen Punkten 
ſeyn. 

Eine Curve ACDB (Fig. 61.) habe die Wendungspunkte C und 
D. Man ziehe die Geraden AC, CD, DB, Dann müßte, wenn die 
Curve die kleinſte Linie zwiſchen A und B ſeyn ſollte, die Curve AC die 
kleinſte Linie zwiſchen A und C ſeyn, eben fo die Curve CD die khinſte 
zwiſchen C und D, endlich die Curve DB die kleinſte Linie zwiſchen D 
und B. Dies iſt aber, nach dem in 2. Bewieſenen, nicht der Fall, 

4) Eine gebrochene Linie, ſie beſtehe aus bloßen krum— 
men Theilen, wie ACD EZB in Fig. 62., oder enthalte, au: 
ßer krummen Theilen, auch gerade, kann nicht die die kuͤrze— 
ſte Linie zwiſchen ihren Grenzpunkten ſeyn. 

Dies erhellt aus aͤhnlichen Schlüffen, wie das in 3. Bewieſene. 


Faßt man Alles nun Bewieſene zuſammen, ſo ergiebt 
ſich, daß nur die gerade Linie unter allen Linien zwiſchen 
denſelben Grenzpunkten die kleinſte Laͤnge haben kann. 


§. 533. I. Lehrſatz. Es ſey ein Vieleck mit lauter 
hohlen innern Winkeln vorhanden, z. B. das Viereck ABCD 
in Fig. 63.; eine Linie AFEB von beliebiger Art ſey in A 
und B, den Endpunkten der Seite AB, begrenzt, und ſchließe 
mit dieſer Seite einen Flaͤchenraum ein, von dem der Flaͤ— 
chenraum jenes Vielecks ein Theil fey, fo ift die Linie AFEB 
groͤßer als die gebrochne AD CB. 


Beweis. Man verlaͤngere AD, DC bis zu den 
Schnittpunkten L und K, fo iſt nach §. 532. 
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AFL E AD + DL 
DI. L LEK I De A ck 


CK ＋ KB . CB. 
Durch Addition, Aufheben und Zuſammenziehen entſtehet 
hieraus AFLEKB l ADCB. 


Anm. 1. Der Satz von $. 68. iſt hievon ein beſondrer Fall. 

Anm. 2. Die Bedingung, daß die innern Winkel des Vielecks 
lauter hohle ſeyn ſollen, iſt in Bezug auf die an A und B liegenden 
Winkel nicht einmal noͤthig. Es kann z. B. an Fig. 64 gezeigt werden, 
daß darin die Linie ALK B größer iſt, als die gebrochne A8 FED CB. 

II. Lehrſatz. Eine ungebrochne Curve ohne Wen; 
dungspunkt, ACB in Fig. 65., ſey in A und B begrenzt; 
in denſelben Punkten ſey auch eine Linie von beliebiger Art, 
AEFB, begrenzt, aber fo, daß der Flaͤchenraum, der von 
AB und der Curve ACB gebildet wird, ganz innerhalb des 
Flaͤchenraums liege, der von AB und AEFB umſchloſſen 
iſt, — wobei übrigens auch die Linie AEFB mit ACB aus 
ßer A und B noch andre Punkte, oder ſelbſt Linientheile ges 
mein haben kann, — ſo iſt die eingeſchloſſene Linie ACB 
kleiner als die einſchließende AEFB. 

Beweis. Waͤre der Satz falſch, ſo muͤßte es unter 
den unendlich vielen moͤglichen einſchließenden Linien eine oder 
mehre geben, welche die kleinſte Laͤnge haͤtten, und dieſe Laͤnge 
müßte kleiner ſeyn, als die von ACB, oder hoͤchſtens ders 
ſelben gleich, nicht aber groͤßer. Es ſey nun AEF B eine 
ſolche Linie von der kleinſten Laͤnge. Dann kann man zwei 
Punkte K und L in derſelben finden, deren Verbindungslinie 
KL die ACB gar nicht trifft, oder fie hoͤchſtens berührt, 
nicht ſchneidet. Dann ift, nach §. 532., KL KEL. Setzt 
man alſo KL an die Stelle dieſer Linie KEL, fo hat man 
eine Linie AKLFB, welche kleiner als AEFB; die Annahme, 
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diefe ſey die kleinſte, kann folglich nicht beſtehen, und fo er; 
hellt die Richtigkeit des Satzes. 

Anm. 1. Daß der Satz auf eine Curve ADCB mit Wendungs- 
punkten wie D und C, in Fig. 66., nicht Anwendung finden kann, ere 
hellt jo: Man kann hier in derſelben ſolche zwei Punkte E und F fin, 
den, deren gerade Verbindungslinie außerhalb des Flaͤchenraums ABCD 
fällt; dann iſt die Gerade EMF kleiner, als der Bogen ENF, daher 
auch die Linie AFMEB, welche als eine umſchließende angeſehen werden 
kann, kleiner als die umſchloſſene ADN CB. 

Anm. 2. Der Satz in 1. kann auch ganz auf Ähnliche Art bee 
wieſen werden, wie der in II. 

III. Auf ähnliche Weiſe beweiſet man den Satz: AB., E 
ſey entweder ein Vieleck gewöhnlicher Art, mit lauter hohlen 
innern Winkeln (Fig. 67.) oder eine ungebrochne, in ſich zus 
ruͤck laufende Curve ohne Wendungspunkte (Fig. 68.); dieſe 
Linie werde von einer andern in ſich zuruͤck laufenden Linie 
umgeben, — fit möge mit der eeſten Linie gar nichts, oder 
Beruͤhrungspunkte, oder ſelbſt Linientheile gemein haben, — 
ſo iſt die umſchloſſene Linie kuͤrzer als die umſchließende. 

§. 534. I. Es ſey (Fig. 69.) BC eine Sehne eines 
Kreiſes, BM der zugehörige Bogen, BA der zugehörige 

X Centriwinkel. AM halbire den Bogen und den Winkel, und 
der halbe Winkel, naͤmlich BAM ſey = a. Dann iſt, nach 
%. 532.: 

1) Die Sehne BC kleiner, als der zugehörige Bogen 
BMC. 

Folglich auch, indem man davon die Hälften nimmt: 

2) Die Sinuslinie BD kleiner, als der zugehörige Bo; 
gen MB. 

BD MR 


Daraus folgt 3 


wenn R den Radius bezeichnet, oder 


9 BM 
sina] ——— 
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Man fege hier den Ausdruck Bog. a, als Bezeichnung 
des zum Winkel a gehörigen Bogens MB, fo hat man: 


3) Es iſt ena J 
d. h. die Sinuszahl eines Winkels iſt kleiner, als der Ver— 


haͤltnißerponent des zugehoͤrigen Bogens zum Radius. 

II. Aus I. 1. folgt auch: Der Umfang eines Vielecks 
im Kreiſe iſt kleiner, als die Kreisperipherie. 

Anm. Dieſer Satz wird im Folgenden hauptſaͤchlich auf regel 
mäßige Vielecke im Kreiſe angewandt werden. Er iſt uͤbrigens nur bei 
Vielecken gewoͤhnlicher Art, deren Seiten ſich nur in ihren Verlaͤngerun⸗ 
gen ſchneiden, guͤltig, nicht bei ſolchen Vielecken im weiteren Sinne, wie 
im Iſten Th. Anh. VII, betrachtet ſind. 


III. Werden (Fig. 69.) an den Endpunkten des Bo: 
gens BC, der kleiner als die halbe Kreisperipherie, Beruͤh— 
rende gezogen, die ſich in einem Punkte K ſchneiden, ſo liegt 
K in der Halbirungslinie AM, und es iſt BK CK G. 132). 
Nach F. 533. gilt fodann: 

1) Die gebrochne Linie BKC iſt länger als der Bogen 
BMC. 

Indem man von dieſen Linien die Haͤlften nimmt, folgt: 

2) Die Tangenten-Linie BK eines ſpitzen Winkels iſt 
groͤßer als der zugehoͤrige Bogen MB. 

Hieraus folgt auch 

9 es t cg 6 195, 

d. h. die Tangente eines ſpitzen Winkels iſt größer als der 
Verhaͤltnißexponent des zugehörigen Bogens zum Radius. 

IV. Noch folgt: Der Umfang eines Vielecks um den 
Kreis iſt groͤßer als die Kreisperipherie. 

An m. Die Saͤtze II. und IV. koͤnnen auch aus dem Satze F. 533. 
III. eingefehen werden, und fie find ganz allgemein richtig, fo wie auch I, 
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Der Satz III mußte aber die Bedingung enthalten, daß der Bogen IMC 
kleiner ſey, als die halbe Peripherie, weil ſonſt der Flaͤchenraum BDCM 
nicht in dem BDC K enthalten, und daher der Satz F. 533. unanwend⸗ 
bar ſeyn wuͤrde; daher ſind auch die Saͤtze III. 2. u. 3. auf ſpitze Win⸗ 
kel eingeſchraͤnkt. 

$. 535. Es ſey (Fig. 69.) BC die Seite eines rezel⸗ 
mäßigen nEcks im Kreiſe, fo iſt der Umfang deſſelben das 
nfache der Sehne BC, und der Umfang des regelmaͤßigen 
nEcks um denſelben Kreis iſt das nfache der gebrochnen Lnie 
BK C, die durch die an B und C gezognen Beruͤhrenden ges 
bildet iſt. 

Man ziehe nun BM, CM und an M eine Berührende, 
welche BK und CK in P und Q treffe. Dann ift der Um— 
fang des regelmäßigen 2nEcks im Kreiſe das n fache der aus 
den zwei Sehnen BM und CM beſtehenden gebrochnen Linie 
BM, und der Umfang des regelmäßigen n Ecks um den 
Kreis das n fache der gebrochnen Linie BPOC. 


Es iſt aber die gebrochne Linie BMC laͤnger als die 
gerade BC; und, weil PO kuͤrzer als PK, auch BPOC 
kuͤrzer als BK C. Hieraus folgt: 

1) Der Umfang des regelmäßigen Ln Ecks im Kreiſe 
iſt größer, als der des regelmäßigen n Ecks im Kreiſe, und 
die Differenz des Umfangs des erſten von der Kreisperipherie 
iſt kleiner, als die Differenz des Umfangs des zweiten von 
der Kreisperipherie. f 

2) Der Umfang des regelmaͤßigen 2nEcks um den 
Kreis iſt kleiner, als der des regelmäßigen nEcks um den 
Kreis, und die Differenz des Umfangs des erſten von der 
Kreisperipherie iſt kleiner, als die Differenz des Umfangs 
des zweiten von der Kreisperipherie. 
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6.536. Wenn (Fig. 60) ZBAC — , alſoa = , 
ſo iſt BD R. sin , B R. ib , 


daher Sehne BC AR. ein , Linie ERC = 2. g N. 


Das nfache dieſer Linien ſtellt aber die Umfaͤnge des regel⸗ 
maͤßigen nEcks im Kreiſe, und des regelmäßigen nEcks um 
den Kreis dar, es iſt alſo, wenn man dieſe Umfaͤnge mit 
Per. In und Per. Un bezeichnet, 


M 
Per. In 2n. R. sin 11, Per. Un Ln. R. 22. 


Anm. Berechnet man, unter Vorausſetzung trigonometriſcher 
Tafeln, nach dieſen Formeln die Umfaͤnge der regelm. Vielecke von 3, 
4, 5, 6, 7, 8 Seiten, ſo findet man: 


Fuͤr n = fit Per. In = 


R. 5,190152 5 

4 R. 5 656854 R. 8,000000 

5 R. 5,8778583 [R. 7.265425 

6 R. 6000000 [R. 6,928203 

7 . 6,0747 [R. 6,742044 

8 R. 6, 122934 R. 6,627417. 
Man ſiehet hier, daß, dem $. 535. gemäß, wirklich 

Per. Is |ı Per. Iz, und Per. Ig [ı Per. I. 

fo wie Per. Ug i Per. Ua, und Per Ua i Per. Ua. 


Aber man findet auch, daß uͤberhaupt Per. In zunimmt, und Per. Un 
abnimmt, wenn n zunimmt. Es wird gezeigt werden, warum dies fo 
ſeyn muͤſſe. 

§. 537. Es ſeyen ZMAB—=k, MACD g in 
Fig. 70. zwei ſpitze Winkel, davon g der groͤßere, k der klei⸗ 
nere; man conſtruire die Sinuslinien DB, EC, und die Tanz 
gentenlinien MP, Me; dann ziehe man die Sehne BC, 
welche die Verlängerung von AM in F ſchneide, fälle das 
Loth BG auf CE, ziehe an B eine Beruͤhrende, welche die 

Geometrie Thl. II. 15 
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Verlängerung von A0 in U, die von AM in V’ treffe, und 
bezeichne endlich den Schnittpunkt der Verlaͤngerungen von 
DB und AC mit W. Dann findet ſich: 

Erſtens. Nach $. 532. iſt Sehne BCI Bog. BC, 
ferner, weil (F. 534.) BV |ı Bog. MB, und FB HBV, 
iſt FB I Bog. MB 
BC Bog. BC 


alſo FB I Dog. MB 

Aber 55 . 

alſo auch 55 I Se i 

Hehn addiet BB = Bog. b beides S 1), 
kommt = U 858. in: 

endlich 5 Ben lk; 

oder auch u | = 


Dies ſpricht den Satz aus: Bei zwei ungleichen ſpitzen Win⸗ 
keln iſt der Verhaͤltnißexponent des Sinus des groͤßern Win: 
kels zum Sinus des kleinern kleiner, als der Verhaͤltniß⸗ 
erponent des groͤßern Winkels (oder des zugehörigen Bogens) 
zum kleineren Winkel (dem zugehoͤrigen Bogen). 
Zweitens. Da BW |ı BU und BU |ı Bog. BC, 

fo ift BW II Bog. BC; 

ferner DB I Bog. MB, 

BW. I Bog. BC 

DB Bog. NMB 


daher 
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Aber 275 75 55 
alſo auch 272 I an 
Hiezu addirt Be er Ben’ 
fommt 81 I Ben ld 
endlich 851 I 859K 
oder auch 953 I 2 


Dies giebt den Satz: Bei zwei ungleichen ſpitzen Winkeln iſt 
der Verhaͤltnißerponent der Tangente des größeren Winkels 
zur Tangente des kleinern größer, als der Verhaͤltnißexponent 
des groͤßeren Winkels (oder des zugehoͤrigen Bogens) zum 
kleineren (dem zugehoͤrigen Bogen). 

§. 538. Unter Anwendung der beiden eben gefundnen 
Saͤtze ergiebt ſich nun Folgendes fuͤr die Vergleichung der 
Umfaͤnge der regelmäßigen Vielecke von m und von m Seiten, 
beide in demſelben Kreiſe, oder beide um denſelben Kreis, 
wobei n |ı m ſey: N 

1) Da nach F. 536. iſt 

Fer. In = 2m. R. sin , Per/f, = 2n. R. sin n, 


Per. I m. ein 24. 

iſt F 
ad Per.In = ER 
n 


Wegen min ift aber = — Ni 2 und daher nach 8.537. 
15* 
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WM 2R 
un RT n 
. 
GL Ta 

n n 


alfo, indem man beiderſeits mit — multiplieirt, 


m, sin n 


F 11. 
n. sin = 
j Per. Im 
folglich auch Be. 1 
oder Per In i Per. In. 


Dieſes ſagt aus: Der Umfang eines regelmäßigen Viele 
in einem beſtimmten Kreiſe iſt deſto größer, je größer fine 
Seitenzahl iſt. 
2) Da nach $. 536. 
Per. Uu = 2m. R. 18 . Pet Un 2n. R. ig A, 


1 2 
P Per. Un m. ig I 
fo if Pen = m 
n. 18 
11 
oO 
Aber nach vorigem $. iſt, wegen = 1 =, 
MM 
we — 
FR f N oder || . 
is N n 


Daher, mittelſt Multiplication mit = und Subſitution 


Per. Um 1 
Per. Un I N 


oder Per. Un i Per. Un. 

Dies giebt den Satz: Der Umfang eines regelmaͤßigen Viel— 
ecks um einen beſtimmten Kreis iſt deſto kleiner, je groͤßer 
ſeine Seitenzahl iſt. j 
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Hiedurch hat ſich beſtaͤtigt, was in der Anm. zu $. 536. bemerkt 
wurde. 0 

$. 539. Um das Verhaͤltniß der Kreisperipherie zum 
Radius naͤherungsweiſe zu erfahren, kann man den Umfang 
eines regelmäßigen Vielecks von u Seiten im Kreiſe, und den 
eines eben ſolchen Vielecks um den Kreis berechnen; dann 
wird, den Saͤtzen von §. 535. zu Folge, der Umfang des 
Kreiſes zwiſchen jenen beiden Vielecksumfaͤngen, als Grenzen, 
enthalten ſeyn, und dieſe Grenzen werden ſich ſelbſt, ſo wie 
dem Kreisumfange, deſto mehr nähern, je größer n iſt. We— 
gen der Formeln aus §. 536. 


Perl; =,2n.R. sin , Per. Un = An. R 1 


kommt alſo die Aufgabe der Kreisrectification darauf zuruͤck, 
daß man für einen großen Werth von n den Sinus und die 


Tangente des kleinen Winkels gi berechnen koͤnne. Um die: 


ſes, unabhaͤngig von den trigonometriſchen Tafeln, zu leiſten, 

gehe man von einem Winkel aus, deſſen Functionen aus $. 403. 

bekannt find, und beſtimme daraus (vgl. $. 496.) die Zuncz 

tionen der Winkel, die aus jenem Winkel durch fortgeſetztes 

Halbiren herporgehen, wobei die Formeln zu Grunde liegen: 
2.005; A=YV2+2c0sA C. 451. [13]) 
2.sn3A=y2—2cosA (ebendaf. [14]) 

und 8 — sin A 


co K 


Angenommen, es ſeyen die Functionen eines Winkels, 
der =, bekannt, und zwar 


82 2. cos N, 8 2 2. 5 in N 
m m 


lu 2.4825 


bezeichne man auch für die durch fortgeſetztes Halbiren entſte— 
henden Winkel 
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2 2R 2% 
u an u. f. w. 


Ä Sm’ 4m’ 
das Zweifache des Coſinus mit C C 7 u. ſ. w. 
das Zweifache des Sinus mit Si „ Sehr eto 
das Zweifache der Tangente mit I., Ta, T; u. ſ. w. 
ſo hat man nach obigen Formeln: 
I) C. ZT C, C. VZ, C, =V2+C, u. ſ. w. 
2) 8. 220, 8. 2, 8, O u. ſ. w. 
9 T. 2. C. T. S 2. 8 


u. ſ. w. 


Kennt man hiedurch sin t und 8 5 N für ein hinrei⸗ 


chend großes n, ſo beſtimmt man . berge 0 Mühe Per. In 
und Per. Un, und dadurch naͤherungsweiſe den Verhaͤltniß⸗ 
erponenten der Peripherie zum Radius. 

$. 540. Bei wirklicher Anwendung dieſer Rechnungs⸗ 
methode iſt es bequem, von der Annahme m S3 auözuge, 
hen. Hier iſt 


2 5 
832 2. cos = 276860981 
s = 2. ein . = 2. sin 60 3 1, 732 050 807 569... 


1 2. N 2.4660 2 27 = 3, 464 101 615 138 ... 
Daraus findet man 


) C. S NC = 3 = 1, 732050 807 569 
C. = MA. — 1,931 851 652 578 
C, = NAT, — 1,982 889 722 748 
C. = v2rG, — 1,995 777 846 477 
C, = MAC. = 1.998929 174953 
C = NN, — 1,999 732 275 819 
C, 12 ＋ — 1,999 933 067 835 
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C. = UN, — 1, 999 983 266 889 

C = NU. — 1, 999 995 816 718 

Ge N, — 1,999 998 954 179 
2) 8. 2 — C —.— 1, 000 000 000 

S. = -U. = 0, 517 638 090 

S, = ½— U., = 0, 261 052 384 

8. = 1 — , = 0 130 806 258 

S, =n-C, = 0,065 438 166 

Sg = V-, = 0, 032 723 463 

S, = V — C, = 0, 016 362 279 

Ss, = 2 — C, = 0,008 181 208 

5 = v2-CG, = 0, 004 090 613 

81% = -, = 0, 002 045 307. 
3) Durch die Formel Ta = 2. Fer; 
T. = 1, 154 700 538 T; = 0,032 727 844 
T. = 0,535 898 385 T, = 0, 016 362 827 
T, = 0,263 304 995 T, = 0, 008 181 276 
T. = 0, 131 086 926 T, = 0, 004 090 621 
T, = 0,065 473 221 T,,= 0, 002 045 308. 


Wons — 2. ein 5 und T = 2.18 25 
iſt nun 8. 2. ein , 27 2. N 
Kern, T. . 1 ut. 
Daher Per. I, 2.3. R. ein . S 3R. 8, 


Per. U,= 2.3. R. ig = R. Y, 
daun Per. I. 2 6R. S., Per. I. = 12K. S. Ul. ſ. w. 
Per. Us 6R. T., Per. U = 12 R. T. u. .. w. 
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Berechnet man hiernach die Umfaͤnge der regelmäßigen 
Vielecke im Kreiſe und um den Kreis von 3, 6, 12, 24, 
48, 96, 192, 384, 768, 1536 Seiten, fo findet, man: 


Fer. 1 


— 


R 
R 
R 
R 
R 
R 
R 
R 
R 
R 


5, 196 152 4 
6, 000 000 0 
. 6, 211 6571 
. 6, 265 257 2 
. 6, 278 700 4 
. 6, 282 063 9 
. 6, 282 904 9 
.6,283 115 2 
. 6, 283 167 8 
. 6,283 1810 


10, 392 304 8 
6, 928 203 2 
6, 430 780 6 
. 6,3193199 
6,292 1724 
6,285 429 2 
6,283 746 1 
6,283 325 6 
6, 283 220 4 
6,283 1942 


Da nun der Umfang des Kreiſes zwiſchen Per. I. 536 
und Per. U, 336 als Grenzen enthalten ſeyn muß ), ſo laͤßt 
ſich ſchließen, daß die Zahl, welche das Verhaͤltniß der Kreis— 
peripherie zum Radius ausdruͤckt, naͤherungsweiſe S 6,283 18. 
ſey. Man hat nicht fuͤr dieſe Zahl, ſondern fuͤr ihre Haͤlfte, 


) Man muß nicht glauben, es muͤſſe der geſuchte Verhaͤltnißexponent 
der Peripherie zum Radius gerade dem arithmetiſchen Mittel 
von Per. Im und Per. Um ſehr nahe liegen; durch hoͤhere arith— 
metiſche Unterſuchungen kann man ſich im Gegentheil überzeugen, 
man komme dieſer Zahl weit näher, wenn man den dritten Theil 
der Differenz zwiſchen Per. Im und Per. Um zu Per. Im addire. 
Verfaͤhrt man auf dieſe Weiſe, fo erhält man aus obiger Tabelle 


für m — 48 den Werth R. 6, 282 1911 
„ m = 9s R. 6, 283 1857 
— 192 R. 6, 283 1853 


und iſt bent hen zum richtigen Werthe gekommen. 
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alſo für den Exponenten des Verhaͤltniſſes der halben Peri— 
pherie zum Radius ein beſondres Zeichen, naͤmlich den Buch: 
ſtaben r eingeführt. Dieſe Zahl iſt, bis auf 20 Decimalbruch⸗ 
ſtellen, folgende: n 
1 = 3, 141592 653589 793238 46... 
Man pflegt dieſelbe die Ludolphiſche Zahl zu nennen, weil 
Ludolph van Ceulen (geb. zu Hildesheim, geſt. zu Leyden 
1610) dieſelbe bis auf 32 Decimalbruchſtellen berechnet hat. 
Bei vielen Rechnungen iſt es hinreichend genau, zu ſetzen 
1 = 3, 1416. 
Zu logarithmiſchen Rechnungen iſt es gut, den Briggiſchen 
Logarithmen dieſer Ludolphiſchen Zahl zu kennen; es iſt 
log. 1 = 0, 497 1499. 
Archimedes hat gefunden, daß der Bruch Er Adrian 
Metius, daß der Bruch 275 das Verhaͤltniß der Periphe⸗ 


rie zum Radius naͤherungsweiſe ausdruͤckt. Beide Bruͤche ſind 
zu groß, der letztre aber nur um ſehr wenig. Es iſt nämlich 


＋ — 3, 142857 
355 - 
1 = 3, 141592 92... 


Anm. Bei Bekanntſchaft mit der Theorie der Kettenbruͤche fin« 
det man 


74 1 
* 
I+ 1 
N. en 


umd daraus die Naͤherungsbruͤche 
3 22 333 355 103993 104348 
T. 1 18 80%. 326° 
welche abwechſelnd zu klein und zu groß find. 
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§. 541. Nachdem im Vorhergehenden der Kreis reeti— 
ſicirt worden, iſt nunmehr zur Quadratur deſſelben zu ſchrei— 
ten. Dieſe iſt aber, mittelſt eines gewiſſen Satzes, auf eine 
ſolche Weiſe von ſeiner Rectification abhaͤngig, daß durch die 
Berechnung der Ludolphiſchen Zahl auch ſchon der Kreis fuͤr 
quadrirt gelten kann. Jener Satz wird aber erſt ſpaͤter aufs 
geſtellt und bewieſen werden; zunaͤchſt ſoll die Quadratur ganz 
unabhängig don der Rectification vorgenommen werden; dabei 
wird ſich zeigen, daß dieſelbe in vieler Hinſicht einfacher aus: 
fällt, als die Rectification, theils, indem fie nicht fo viele 
vorläufige Betrachtungen vorausſetzt, theils indem ſelbſt die 
Zahlenrechnung, wodurch man zuletzt zum Ziele gefuͤhrt wird, 


etwas bequemer iſt. 


$. 542. Es iſt Fig. 00. wieder BC die Seite des re⸗ 


gelmaͤßigen nEcks im Kreiſe, alſo BAC = , I MAB 
— u Dann iſt ABA der nte Theil des regelmäßigen 
nEds im Kreiſe, und das 4Eck ABK ift der nie Theil 
des regelm. nEcks um den Kreis. Wird nun das Loth BV 
auf AC gefällt, jo hat man 

BV = AB.sinBAC = R. sin a 


ABAC AN. V = . R=. sin (gl. 5. 426. L) 
folglich, durch Multiplication mit n. 
Rn, 
wenn In den Inhalt des regelm. nEdfs im Kreiſe bezeichnet. 
Ferner it BK = AB. BAK = R. 6 N, 
2N 
daher BAK = ZAB.BK = 3R?.1g —, 
folglich 4E. ABRKC = R=. K, 
und, durch Multiplication mit n, 
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(IL) DIE IRM 18 7 
wenn Un den Inhalt des regelm. » Ecks um den Kreis be: 
zeichnet. 
Beiſpiele. Man findet hienach unter andern 
1. 2 2. R2. .in 900 — 2. Ra 
24. Rz. 1g — 4R2; 
die Richtigkeit beider Werthe laßt ſich leicht elementar geometriſch zeigen. 
Ferner iſt e 
I; = 3R2,sin60° — 2. R. Y3 — R?, 2, 598 076 
U; = 6R?, 18300 — 2.R?, V3 — R?,3, 464101... 
§. 543. Fuͤr die Vergleichung der Inhalte zweier re⸗ 
gelmaͤßigen Vielecke von verſchiedener Seitenzahl, welche aber 
demſelben Kreiſe eingeſchrieben, oder demſelben Kreiſe um— 
ſchrieben ſind, ergiebt ſich, aͤhnlich den ſich auf die Umfaͤnge 
ſolcher Vielecke beziehenden Sägen von §. 538., jetzt Fol; 
gendes: 
1) Der Inhalt eines regelm. Vielecks in einem beſtimm⸗ 
ſten Kreiſe iſt deſto groͤßer, je mehr Seiten es hat. 
2) Der Inhalt eines regelm. Vielecks um einen beſtimm⸗ 
ten Kreis iſt deſto kleiner, je mehr Seiten es hat. 
Die Beweiſe ſtuͤtzen ſich auf die eben abgeleiteten Gl. (D und 
(II), und auf die Saͤtze von $. 537. Sie bedürfen, als denen von 
$. 538. ganz ähnlich, keiner weitern Ausführung. 
$. 544. Die Quadratur des Kreiſes kann man, auf 
ähnliche Art wie die Rectification, dadurch ausführen, daß 
man aus dem Inhalte der regelm. Vielecke im Kreiſe und um 
den Kreis von Seiten, nach der Reihe die Inhalte der re; 
gelm. Vielecke von 2n, An, Sn... Seiten ableitet. Daß man 
ſich auf dieſe Weiſe dem Inhalte des Kreiſes in jedem belie— 
bigen Grade wird naͤhern koͤnnen, iſt mittelſt folgender Lehr— 
füge einzuſehen: 
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Lehrſatz I. Die Differenz zwiſchen dem Kreisinhalte 
und dem Inh. des regelm. An Ecks in dem Kreiſe iſt kleiner, 
als die Hälfte der Differenz zwiſchen dem Inhalte des Kreis 
ſes und dem Inhalte des regelm. n Ecks in demſelben. Oder, 
ift der Kreisinhalt = K, und 

K — IA D, K — La D', K — Ii S D' u. ſ. w. 
ſo iſt D/ 2D, D“ 2 D' u. ſ. w. 

Lehrſatz II. Die Differenz zwiſchen dem Inhalte des 
Kreiſes und dem Inhalte des regelm. 2n Eds um denſelben 
iſt kleiner als die Hälfte der Differenz zwiſchen dem Inhalte 
des Kreiſes und dem Inhalte des regelm. n Ecks um denfel- 
ben. Oder, iſt 

Un — Kd, Un—K=d, Un — K == d' u. ſ. w. 
ſo iſt did, d“ A d' u. ſ. w. 


Beweis zu 1. In Fig. 69, wo BAC . iſt das 
ÖADBM |ı AMBP;. daher auch AD BM größer als das Segment 
über der Sehne MB; alſo auch dies Segment kleiner als die Hälfte 
des von den Geraden DM, DB und dem Bogen MD begrenzten Halb⸗ 
ſegments DBM. Es iſt aber das Segment über MB der Nute Theil 
von D“, und das Halbſegment DEM der Ante Theil von D; alſo hat man 

Ds. 2 D 
folglich auch D/ i K. D 
Eben ſo iſt D’ i Z. D' u. ſ. w. 

Beweis zu 11. In Fig. 69 iſt ferner MP — BP, aber PK 
(als Hypotenuſe vom AMK P) [ı MP, alſo auch PK EP, und 
MRP |ı AMBP, um fo mehr ift alſo das AMKP größer, als der 
von den Geraden MP, BP und dem Bogen MB eingeſchloſſene gemiſcht— 
linige Flaͤchenraum MPB, daher dieſer gemiſchttinige Flaͤchenraum MPB 
kleiner als die Hälfte des von MK, KB und dem Bogen MB einge: 
ſchloſſenen gemiſchtlinigen Flaͤchenraums MKB. Es iſt aber MP B der 
Ante Theil von d', MKB der Ante Theil von d, alfo 


1 1 
Re 2 
An 13 An R 
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alſo auch 0 d 4 
und eben ſo d, if zd u. ſ. w. 

Folgerungen. Aus der Arithmetik iſt bekannt, daß, 
wenn der Werth einer Größe a und außerdem eine weit klei— 
nere Groͤße k gegeben iſt, die geometriſche Reihe 

a, za, za, za, u. ſ. w. 

die Eigenſchaft hat, daß man in ihr gewiß einmal zu einem 
Gliede gelangt, welches kleiner als k iſt, dieſe gegebene Groͤ— 
ße ſey auch ſo klein als ſie wolle. Hieraus, und aus obigen 
Lehrſaͤtzen folgt nun: Iſt ein ſehr kleiner Flaͤchenraum F ge: 
geben, fo kann man die Berechnung ſowohl der Vielecke In, 
Ins Ia, Ian u. fe w., als auch der Un, Un, Un, Usa 
u. fe w. fo weit treiben, daß man endlich zu Vielecken ge⸗ 
langt, deren Unterſchied vom Kreiſe kleiner als F iſt, dieſer 
gegebene Flaͤchenraum ſey auch noch ſo klein. 

$. 545. Lehrſatz I. Der Inhalt des regelmäßigen 
Vielecks im Kreiſe von doppelter Seitenzahl iſt das geome— 
triſche Mittel zwiſchen dem Inhalte des regelm. Vielecks in 
demſelben Kreiſe und des regelm. Vielecks um denſelben Kreis, 
beide von einfacher Seitenzahl; oder es iſt 

I. Kur VE UE: 

Lehrſatz II. Der Inhalt des regelm. Vielecks um den 
Kreis von doppelter Seitenzahl, iſt das harmoniſche Mit— 
tel zwiſchen dem Inhalte des regelm. Vielecks in demſelben 
Kreiſe von derſelben doppelten Seitenzahl und dem Inhalte 
des regelm. Vielecks um den Kreis von der einfachen Seiten, 
zahl; oͤder es iſt 


ai 22 In. Un 
I Un= Ian + Un 


In den Beweiſen dieſer Saͤtze wollen wir ſtatt 


2 
In, Un, lan, Uan und 2 
zur Abkürzung die Zeichen gebrauchen 
sag 15 u, und a. 
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Erſter Beweis zu I. (nach geometriſcher Methode). 
Weil, in Fig. 69, AABK bei B rechtwinklig, und BD ein Loth 
auf der Hypotenuſe AK iſt, ſo hat man 
AB? oder AM? = AD. AK 
oder A AM AR. 
Mittelſt des Satzes, daß ſich Dreiecke dei gleicher Höhe wie ihre Grund⸗ 
linien verhalten, folgt hieraus 
ABD: AABM = AABM ABR 
1 7 l 
oder Zen =. : L U 
folglich auch Nur oe mem VI: Dr 


Zweiter Beweis zu I. (mitteljt goniometr. Functionen). 
Es iſt 1 Zu. R. din N = An. RZ. tin 22 
na 


oder —n,R?2,sina, cosa. 
Dann v nR. 1g = Ra. g = Rs Mar 
n N cos a 
Hieraus folgt I. U = n?R%,sina? 
V!.U S mR ein a. 
Es iſt aber auch i = . 2 R2. int — — nR?,sina 
alfo 99 I 


Erſter Beweis zu II. (nach geometriſcher Methode). 
Wird, Fig. 69., AP gezogen, fo halbirt dieſelbe den L BAR; 
daher hat man nach $. 250. 
Are 
oder Au: AX = BP: KP, 
Folglich, mittelſt des Satzes, daß ſich Dreiecke bei gleichen Hoͤhen wie 
ihre Grundlinien verhalten, 
ABM: AAB K — AMP: AMPK, 
wofuͤr man auch ſetzen kann 
AABM:AABK — (C. ABP aan; e ABP 
1 — 
oder Zip Tan lie. U — g. u), 
folglich auch i: U (ui): OU -u); 
aus dieſer Proportion folgt aber 
2 


9 2 
U 
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und nach $, 270, kann fowohl dieſe Gleichung als jene Proportion auss 
gefprochen werden: u iſt das harmoniſche Mittel zwiſchen i und U. 
Zweiter Beweis zu II. (mittelſt goniometriſcher Functionen). 
Man bemerke zundchft, daß aus der zu beweiſenden Gleichung 
„ 5 
indem man Zähler und Nenner mit I multiplicirt, dann im Nenner, 
nach Lehrſatz I., ſtatt TU ſelbſt 12, folgt 
u TE n 


ne DEE 7 un 
21 


und alſo ey Er r 


nach welcher Gl. u aus den drei Größen I, U, j berechnet werden 
konnte, wie nach (A) aus den zweien i und U; und daß auch umge⸗ 
kehrt aus Gl. (B) ſich (A) folgern, und alſo der Beweis für (A) ſich 
führen laſſen wird, wenn man zuerſt (B) ableitet. 
Nun iſt aber nach dem Aten Bew. zu I. 
21 = A2 RA. in as, 
und ITi — nRZ sina. (IA cosa) — 2nR? , sin a. cosa. 


210 sin 22 es? sinta,cosla 
Sarin Zu BI nenn 
. 1＋1 9 sina. cos a cos ja? 
EU: =. 2 * 2 2 R 
oder * 2n RI. tg Za == 2n,R t Ar- 


Dies iſt aber gerade der Werth von i, alſo Gl. (B) richtig. 

Aus (B) iſt nun, unter Anwendung von Lehrſatz I. 

S e he 
— pr nö THU 
alfo auch (A) richtig. g 

F. 546. Man gehe nun von dem Inhalte der regelm. 
Ecke aus, fo hat man, nach $. 542., I. = 2.R* und 
U. =4.R?, daher 


I, = VI U. = R=. 78 = R= . 2, 828 427 ... 
U a — R. 3,313 708 ... 
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Setzt man die Rechnung weiter fort, ſo bekommt man: 


R=. 2, 000 000 4, 000 000 
2, 828 427 .3,313 708 
3,061 467 .3,182 598 


.3,121 445 .3,151 725 
. 3, 136 548 3,144 118 
3,140 331 .3,142 224 
.3, 141 277 .3, 141 750 
3,141 514 .3,141 632 


Da nun der Kreisinhalt zwiſchen I und U,,, ts 
halten ſeyn muß, fo erhellt daß derſelbe ungefähr S R. 3,1416 
zu ſetzen iſt. 

Anm. 1. Hienach ſcheint die Ludolphiſche Zahl, welche das Ber. 
baͤltniß der halben Peripherie zum Radius ausdruͤckt, zugleich der Erpo: 
nent des Verhäaͤltniſſes der Kreisfläche zum Quadrat des Radius zu ſcyn. 
Daß dies wirklich ſo ſeyn muͤſſe, wird ſpaͤter ſich zeigen laſſen. 

Anm. 2. Die Rechnung wird etwas einfacher, wenn man ſtatt 
Uan als harmoniſches Mittel aus Ian und Un zu berechnen, dieſe Größe 
aus In, Un, Ian nach Gl. (5) aus dem zweiten Beweiſe von $. 545, II. 
berechnet, indem man bei dieſer Methode in den zwei Formeln fuͤr Ian 
und Urn nur ein Product nämlich In. Un zu berechnen hat, während 
ſonſt zwei Producte, In. Un und lau. Un zu berechnen find, 

$. 547. Die jetzt mittelſt der Gl. I. u. II. von 5. 545. 
durchgeführte Berechnung des Kreisinhaltes läßt aber noch 
eine bedeutende Erleichterung zu. Man bemerke zunaͤchſt, daß 
dieſe Gleichungen auch gelten müffen, wenn der Radius R 
durch die Zahl 1 ausgedruͤckt wird, in welchem Falle In, 
Un, In, U;u bloße Zahlen werden, die das Verhaͤltniß des 
Inhalts der regelm. Vielecke von n und 2u Seiten im Kreiſe 
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und um den Kreis zum Quadrate des Radius aus druͤcken, 
fo daß z. B. nicht mehr I, = 2R* und U, = 4R*, fon: 
dern bloß I. — 2, U, = 4 geſetzt wird. Weiter verſtehe 
man unter (In), (Un), (In), (an) nach der Reihe das 
Reciproke der Größen In, Un, In, Usa, fo daß 


1 2 “I 
11 Any (In) — = Ur 2 ay u. f. w. 
Dann gehet Gl. I. von vorigem $. durch Subſtitution über in 


1 1 1 1 
dq Vo D — Vo 
woher folgt 
[I] (In) = V). (Un). 
Dieſes ſagt aus: Für die reciproken Werthe von Ia, Un, 
In, U;n gilt eine gleiche Beziehung wie fuͤr dieſe Zahlen 
ſelbſt, naͤmlich die, daß auch das Reciproke der letztern Zahl 
das geometriſche Mittel zwiſchen den reciproken Werthen 
der beiden erſten Zahlen iſt. 
Durch aͤhnliche Subſtitutionen gehet Gl. II. uͤber in 
1338 
1 =— (lan) 8 
Gn) . D 
Multiplicirt man hier den Zähler und Nenner mit (Ln) (Un), 
ſo erſcheint 
1 2 
Din) — JT Em’ 
woraus folgt 
um G = e. 


Dieſe Gleichung ſagt: Das Reciproke der Zahl Un iſt das 
arithmetiſche Mittel der reciproken Werthe von Ian und 
Geometrie Thl. IL 16 
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Un, — wahrend Un ſelbſt zwiſchen Jen und Un das har: 
moniſche Mittel. ift. *) 

$. 548. Man kann alſo nunmehr, unter Anwendung 
von [I] und [III, ſtatt der Zahlen I,, U,, L,, U,, I,s 
Ui u. ſ. w. die reciproken Werthe derſelben berechnen, und 
hat dabei in [II] die ganz einfache Berechnung eines arith— 
metiſchen Mittels auszufuͤhren, an deren Stelle in Gl. II 
die Berechnung des harmoniſchen Mittels mehr Umſtaͤnde macht. 
Es iſt dabei 

(.) 2 0,5 (J) = A 0, 25. 

Von dieſen Werthen ausgehend findet man: 


(Ian) = (Un) = 


Fuͤr m | 


8 | 0,353 553 391 
16 | 0,326 640 741 
32 | 0,320 364 431 
64 ‚| 0, 315-821 789 
0,318 437 754 


4 0, 500 000 000 | 0,250 000 000 


0,301 776 695 
0,314 208 718 
0,317 286 575 
0,318 054 182 
0,318 245 968 


0,318 341 846.| 0,318 293 907 
0, 318 317 876 0,318 305 891 


Der Grenzwerth, welchem ſich hier die Werthe von 
(In) und (Um) immer mehr nähern, iſt das Reciproke des 
Exponenten des Verhaͤltniſſes des Kreisinhalts zum Quadrate 
des Radius. 


) ueberhaupt gilt der Satz: Iſt H das harmoniſche Mittel von A 
und B, und a, b, h find die reciprofen Werthe von A, B, H, 
fo iſt h das arithmetiſche Mittel von a und b, — und unge 
kehrt. 
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§. 549. Um jetzt, geſtuͤtzt auf die Werthe dieſer Tabelle, 
bequem eine noch genauere Annäherung an den Verhaͤltniß— 
exponenten zwiſchen dem Kreisinhalte und dem Quadrate des 
Radius zu erhalten, dienen folgende Betrachtungen. 

Es iſt aus der Arithmetik bekannt, daß, wenn zwei 
Zahlen, a und a d, eine im Verhaͤltniß zu a ſehr kleine 
Differenz d haben, das arithmetiſche Mittel derſelben ſehr we— 
nig von ihrem geometriſchen abweicht.“) Hienach kann das 
arithmetiſche Mittel 2. [ (Em) + (U)] um deſto weniger 
von dem geometriſchen V(Em) (Um) oder alſo von (In) 
abweichen, je geringer die Differenz zwiſchen (In) und (Un); 
oder alſo je groͤßer m ift. Man berechne das arithmetiſche 
Mittel der in obiger Tabelle enthaltenen Werthe von (164) 
und (Us,), fo findet man daſſelbe nur um 0, 000 000 231 
größ er als (Las) Dann iſt 3. [(I. 256) + (Urzs) ] nur um 
0,000 000015 größer als (I 56). Endlich iſt 3. (L560 (U 6) 
— 0, 318 317 876 (5; alſo mit (If 12), wenn dies nur auf 
9 Bruchſtellen berechnet iſt, uͤbereinſtimmend. 

Hienach iſt es erlaubt, bei Einſchraͤnkung der Rechnung 
auf 9 Bruchſtellen, (I. 4) als arithmetiſches Mittel von 
(I „:) und (C) und überhaupt von hier an (Em) als 
arithmttiſches Mittel zwiſchen (Im) und (Ua) zu berechnen, 
was eine große Erleichterung gewaͤhrt. Eine naͤhere Betrach— 
tung macht aber ſelbſt die Berechnung der einzelnen Werthe 


) Man kann ſich davon etwa fo uͤberzeugen: Es ſey a = be, und 
d = Abm m?, wo alſo, damit d ſehr klein fey, m ein ſehr 
kleiner aͤchter Bruch, und alfo m? noch weit kleiner ſeyn muß. 
Dann iſt zwiſchen b? und be . 2bm ＋ m? das geometriſche 
Mittel = b. (b m) = b 4 bm, das arithmetiſche aber 
= bi bm zm, und alſo das letztre nur um die ſehr 
Heine Zahl ums größer, als die erſtre. 

16* 
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von (I. oa), (Urea), (Izoas), (U2oss) u. ſ. w. über; 
fluͤſſig. Man ſetze naͤmlich, es ſey 
1.2) = A+D, (U, ;;) =. 8 

fo hat man, durch fortgefegte Beſtimmung arithmetiſcher 
Mittel 
(L. oz) =A+zD, (U,no2)=A+4D 
(zee) = A+4D+7D, Cas) = ATT D NED 
(IL. ess) = ATADNTND (Ces) = A+4D+,D 

＋ D, ＋ . 
Man überzeugt ſich hieraus, daß die Reihe der (U) ſich im: 
mer mehr dem Grenzwerthe 

A D. GTS Tara) 
nähert, wobei das Eingeklammerte eine ins Unendliche fort: 
ſchreitende geometriſche Progreſſion iſt. Es iſt aber der Werh 
dieſer Progeſſion S J; alſo nähern ſich die Werthe der (U) 
dem Grenzwerthe 
A'-+ ;D. 
Diefer Grenzwerth der (U) ift aber auch der Exponent des 
Verhaͤltniſſes des Quadrates des Radius zum Kreisinhalte, 
und alſo dieſer Verhaͤltnißerponent = A -+- D. Nun iſt 
aus den Werthen von (I,,,) und (U,) 
D = 0, 318 317 876 — 0, 318 305 891 = 0, 000 011 985 
;D = 0,000 003 995 
alſo jener Verhaͤltnißexponent 
— 0,318 309 886. 

Hieraus kommt nun 


das Reciproke = -s 300 S. — 3, 141592 655, 


wo nur die letzte Ziffer unzuverlaͤſſig iſt, als Exponent des 
Verhaͤltniſſes des Kreisinhalts zum Quadrate des Radius. 

Anm. Auch dieſes Reſultat ſtimmt mit der Zahl er bis zur vor⸗ 
letzten Ziffer uͤberein. 
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§. 550. Daß die Zahl, welche das Verhaͤltniß des 
Kreisinhalts zum Quadrate des Radius ausdruͤckt, der Zahl 
71, d. h. dem Verhältnißerponenten der halben Peripherie 
zum Radius gleich ſeyn muß, erhellt aus dem Lehrſatze: 
Der Inhalt eines Kreiſes iſt dem halben Producte, oder Recht— 
ecke, aus feinem Umfange und dem Radius gleich. 

Beweis. Ein gleicher Satz gilt fuͤr jedes dem Kreiſe 
umſchriebene Vieleck, es ſey regelmaͤßig oder nicht. Denn 
verbindet man das Centrum mit jeder Ecke eines ſolchen Viel: 
ecks von n Seiten, fo erſcheinen n Dreiecke, die, wenn man 
die Seiten des Vielecks als Grundlinien betrachtet, alle den 
Radius zur Hoͤhe haben, ſo daß die Summe ihrer Inhalte 
der halben Summe ihrer Seiten, multiplieirt mit dem Nas 
dius, gleich ſeyn muß. Da man nun, durch fortwaͤhrende 
Vermehrung der Seitenzahl eines ſolchen Vielecks, daſſelbe 
dem Kreiſe immer naͤher bringen kann, — wobei ſich der 
Inhalt des Vielecks immer mehr dem Inhalte des Kreiſes, 
der Umfang des Vielecks immer mehr dem Umfange des Krei— 
ſes naͤhert, und wobei jener Satz immerfort ſeine Guͤltigkeit 
behaͤlt, — ſo iſt klar, daß dieſer Satz auch fuͤr jene Grenz— 
zuſtaͤnde, d. h. fuͤr den Umfang und den Inhalt des Kreiſes 
Statt finden muß.“) 

Folgerung. Es heiße nun der Radius des Kreiſes 
R, ſeine Peripherie P, ſein Inhalt C, ſo iſt, der Bedeutung 
des Buchſtaben t gemaͤß, 

S 


) Scheint obige Ableitung nicht ſtreng genug, fo kann man den Satz 
indirect beweiſen. — Man findet ſolche indirecte Beweiſe z. B. 
in den Lehrbüchern von Legendre, Nizze, Leh mus; auch 
in Kluͤgels mathematiſchem Woͤrterbuche, Art. Quadratur, 
Nro, 13. u. f. 


http://rcin.org.pl 


246 Epipedometrie. Fünfte Abtheilung. 


Das halbe Product aus Peripherie und Radius ift alſo = Req, 
und folglich 
0 C S R. 
Für den Radius —1 . alſo der . des Kreiſes durch 
die Zahl Ir ausgedruͤckt werden, gerade fo, wie es ſich in 
den $$. 545. und 548. gefunden hat. 
§. 551. Für zwei Kreiſe mit den Radien R, r, den 
Peripherien P, p, den Inhalten C, c, hat man alſo 
Bp = RN Zr RI 
Gier er , 
d. h. 1) Die Umfänge zweier Kreiſe verhalten ſich wie ihre 
Radien; 2) die Inhalte zweier on verhalten ſich wie die 
Quadrate ihrer Radien. 
Anm. Beide Saͤtze ergeben ſich auch geradezu daraus, daß 
Kreiſe aͤhnliche Figuren ſind, bei denen die Radien mit einander, und 
auch die Peripherien mit einander homolog ſind. 


II. Cyeclometriſche Aufgaben. 


$. 552. Die Gleichungen 
() P=2R.n ) GD R. 21 
und die aus ihnen . 


600 = 0 R=yz 


6 0 2 47 6) P=.2yn.yC 
dienen zur Aufloͤſung von ſechs Aufgaben, die man fo zuſam— 
menfaſſen kann: Von den drei Größen R, P, C ift eine 
gegeben; man ſoll irgend eine der beiden andern berechnen. 

Anm. Man bezeichne den Durchmeſſer mit D, fo daß D = 2R, 
ſo bekommt man aus Gl. (2) 
68 11. D? 


http://rcin.org.pl 


II. Cyclometriſche Aufgaben. 247 


X 22 
Setzt man bier ſtatt u als Naͤherungswerthe die Bruͤche 3,14 und 7 
ſo hat man d { 
11 
— 0. 785 2 — 2 
0, 788 D O = A Ds. 
Aus Gl. (5) bekommt man, unter Anwendung von denſelben Naͤherungs⸗ 
werthen 
c = 0, 0796. , XP 2 C = BR, 


$. 553. Man bezeichne mit Bog. (R, A) und Sein. 
(R, A) den Bogen und den Sector, welche in einem Kreiſe 
vom Radius R zum Centriwinkel A gehoͤren, ſo iſt, wegen 
der Proportionalitaͤt zwiſchen den Centriwinkeln (wovon einer 
auch — AR ſeyn kann) und den zugehörigen Bogen und 
Sectoren 5 
P (oder 2 R. 2): Bog. (R, A) = 360°: A, 
und C (oder R. 1): Sect. (R, A) = 360°: A; 
A 


woher (1) Bog. (R, A) = An 
(2) Sect. (B. A) S zur. Ren. 


Nach dieſen Gleichungen laſſen ſich die Aufgaben löͤſen, 
aus dem Radius und dem Centriwinkel den zugehörigen Vo— 
gen und den zugehörigen Ausſchnitt zu berechnen. Sie koͤn— 
nen leicht ſo umgewandelt werden, daß ſie auch Aufgaben zu 
loͤſen dienen, in welchen der Radius oder der Centriwinkel 
unbekannt iſt. a 

Da der Winkel A auch in Minuten oder in Secunden 
gegeben ſeyn kann, fo muß man in Gl. (1) und (2) auch die 
Nenner 180? und 360° oft in Minuten oder Secunden aus: 
druͤcken. Hier iſt 

150° — 10800 — 648000” 
360° S 21600 — 1296000”. 
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Fuͤr logarithmiſche Rechnungen hat man 
10g. 180-22, 2552725, log. 10800—4,0334238, Jog. 648000—5,8115750 
Jog. 360 2,5563025, log. 21600 2,3344538, log. 1296000 2,1126050. 

Uebrigens kann die Beſtimmung eines Bogens aus einem 
gegebenen Centriwinkel und gegebenen Radius auch mittelſt 
Tabellen geſchehen, welche ſolche Bogen geradezu fuͤr den 
Radius B — 1 enthalten. Tabellen diefer Art finden ſich 
an manchen logarithmiſch-trigonometriſchen Tafeln. Wir wol: 
len einen Bogen für R = 1, der zum Centriwinkel A ge: 
hört, durch are A bezeichnen, fo iſt nach (1) 


A 
e K == ISO G 7 
und dann Bon Ann Be, a8. 


§. 554. Aufgabe. Es ift der Radius = R und der 
Centriwinkel = A gegeben; man ſoll den zugehörigen Kreis; 
abſchnitt berechnen. 

Aufl. Es ſey (Fig. 71.) ZB C = ZM = R, 
CBZ C Y A, fo iſt BDC M das zugehörige Segment, wel; 
ches mit Segm. (R, A) bezeichnet werden kann. Dies Seg— 
ment erſcheint aber in der Figur als Differenz eines Sectors 
Z BMC und eines Dreiecks ZBC. Es iſt aber 


Sector ZBMC = u en 
AZBC = RE. sin A 
alſo (1) Segm. (R, A) R=. (Ag n — ein A) 


oder auch, weil gr. S arc A, 
(2) Segm. (R, A) S R. (arc A — sin A). 

Dieſe Formeln ſind auch richtig, wenn der Centriwinkel 

ein erhabener iſt. Man bezeichne naͤmlich, Fig. 71., den 

erhabenen Implementwinkel des hohlen W. A mit A“, fo iſt 
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das zugehörige Segment BDCN eine Summe des Sectors 
ZBNG und des Dreiecks ZBC, nun ift 


Sect. BN = 360 . Ben 
AZBC — ZR?.sinA = R=. ein A. G. 418) 
daher Segm. (N, A) = R=. (80g 1 + sin A) 
= ZR2 (rn — ein A) 


= 4#R?.(arcA’ — sin A“) 
ganz mit obigen Gl. (1) und (2) uͤbereinſtimmend. 
Man bezeichne den Werth des zum Centriwinkel A ge; 
hoͤrigen Segments in einem Kreiſe, deſſen Radius S 1, mit 
segm. A, fo hat man 


segm. A . ( = n—sinA) 2. (arc A- sin). 


1800 
Es iſt alſo arc A — sin = 2.segm.A 
und Segm. (R, A) = R?.segm. A, 


Hienach koͤnnte die Beſtimmung eines Segments durch Tabel— 
len vereinfacht werden, welche die Werthe von segm. A für 
eine Menge von Winkeln enthalten muͤßten. 

Zuſatz. Aus Gl. (1) und (2) kann man auch leicht 
die Aufgabe loͤſen, den Radius R zu beſtimmen, wenn der 
Inhalt des Segments und der Centriwinkel A gegeben iſt. 
Viel ſchwerer iſt die Berechnung des Centriwinkels aus dem 
Segmente und dem Radius. Man muß dabei eine indirecte 
Rechnungsmethode“) anwenden, bei der man zuerſt dem ge: 
ſuchten Winkel einen oder mehre Werthe beilegt, von denen 


) Auch bei vielen andern Rechnungsaufgaben iſt eine ſolche indirecte 
Rechnungsmethode anwendbar, die man auch wohl mit dem Nas 
men Regel des falſchen Satzes (regula falsi, regle de 
fausse position) bezeichnet. 
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man glaubt, daß ſie ſich einigermaßen dem wahren Werthe 
nähern, dann dieſelben mittelſt der Gl. (1) oder (2) prüft, 
hierauf dieſelben durch Correction dem wahren Werthe naͤher 
zu bringen ſucht, und überhaupt fo lange Correctionen an— 
bringt, bis man ſich dem richtigen Werthe hinreichend genaͤ⸗ 
hert hat. Das dabei anzuwendende Prineip der Correction 
beſtehet, aͤhnlich dem Principe, welches dem Interpoliren nach 
F. 405. VII. zu Grunde liegt, in dem Satze: Bei kleinen 
Aendrungen eines Centriwinkels & verhalten ſich die Aendrun— 
gen der Groͤße segm. A ziemlich genau ſo, wie die Aendrun— 
gen des Winkels A ſelbſt. 

Beiſpiel. Der Radius ſey — 6, der Inhalt des Segments 
— 7, 2, fo hat man 

7, 2 — 18. (arc A — sin A) — 18. segm. A, 

daher  segm A = arc A — sinA = 0,4 
Man koͤnnte nun als Annaͤherungswerthe an A die Winkel 700 u. 800 
verſuchen. Dabei findet man 


are 700 — 1, 22173 arc 800 — 1,39626 
sin 700 0, 93969 sin 800 — 0, 98481 
segm, 700 — 0, 28204 segm, 800 — 0, 41145, 
Es iſt daher 700 piel zu klein, 800 etwas zu groß. Man verfuche mun 
700. Hier iſt 


arc 790 — 1, 378 8101 
sin 790 — 0, 981 6271 
segm, 790 — 0, 397 1830 um 0,002 8170 zu klein. 
Jetzt ſetze man A = 790 „ (d. h. x Minuten), fo ergiebt ſich, zur maͤ⸗ 
bernden Beſtimmung von A, dem oben angegebenen Principe gemäß, 
(segm. 800 — segm, 790) } (segm. A — segm. 790) — 60: XR 


oder 0, 01427: 0, 002817 60: K, . 
16902 
dah „ 1s. 
aher ungefähr x 1277 11,8 
Alſo iſt naͤherungsweiſe A — 790 12. 


Um weiter zu corrigiren, berechnet man 
segm. 790 12“ — 0, 4000 136 um 0, 000 0136 zu groß. 
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Nun kann man ſo ſchließen: Wollte man den Winkel 790 12 
un 1 Min. oder 60 Sec. abnehmen laſſen, ſo wuͤrde der arc. um 


are 1“ — 0, 000 2909, 
dir Sinus aber um 
(ein 790 12 — ein 790 11/) — 0,000 0545 
abnehmen, folglich segm. 790 12° um die Differenz dieſer Zahlen, alſo 
um v, 000 2364, 
Da nun segm, 790 17° um 0, 000 0136 abnehmen foll, fo muß ber 
136 8160 


Winkel um 3 Minuten, oder um our >= 3,45 Secunden ab, 


nehmen. Es iſt alſo naͤherungsweiſe 
A = 790 11 56% 5. 

8.555. Von den Peripherien zweier concentriſchen Kreiſe 
wird ein Flaͤchenraum begrenzt, den man einen Ring nennt. 

Die Aufgabe, den Inhalt eines Ringes zu berechnen, 
iſt leicht zu loͤſen. Derſelbe iſt der Unterſchied der Inhalte 
beider Kreiſe; folglich, wenn der groͤßere Radius R, der 
kleinere r ift, hat man 

Ring (Rr) = R - rt = (R) . t 
oder zu bequemerer logarithmiſcher Rechnung 

Ring (R,r) = (Rr). (KR- 7) . r. 

Zuſatz. Dieſe Formeln dienen überhaupt, um den Ans 
halt der zwiſchen den Peripherien zweier Kreiſe liegenden Flaͤ⸗ 
che zu berechnen, wenn nur der eine Kreis ganz vom andern 
eingeſchloſſen wird, auch ohne daß fie concentrifch find. 

8. 556. Zwei ſich ſchneidende Kreiſe theilen einer den 
andern in zwei Bogen. Dadurch entſtehen vier Flaͤchenraͤume, 
jeder durch einen Bogen des einen und einen Bogen des an— 
dern Kreiſes begrenzt. Nämlich, heißen die Bogen, in mel: 
che der erſte Kreis getheilt wird, B und B', die, in welche 
der andre getheilt iſt, b und b', fo hat man J) einen Flaͤ—⸗ 
chenraum, begrenzt von B und b, 2) einen Flaͤchenraum, 
begrenzt von B und b', 3) einen Fl., begrenzt von B' und b, 
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4) einen Fl., begrenzt von B' und b'. Jeden ſolchen Flächen: 
raum wollen wir eine Lunula, ein Moͤndchen nennen, ob— 
ſchon gewoͤhnlich dieſem Worte ein etwas engerer Sinn bei— 
gelegt wird. 

Die Berechnung des Inhaltes einer Lunula kommt auf 
die Berechnung der Segmente ($. 554.) zuruck, indem jede 
Lunula, ſobald die gemeinſchaftliche Sehne der beiden Kreiſe 
zwiſchen ihren Schnittpunkten gezogen iſt, entweder als Sum: 
me oder als Differenz zweier Segmente erſcheint. 

Die vier Lunulae ſind beſtimmt, ſobald die Radien der 
beiden Kreiſe gegeben ſind, nebſt der Entfernung ihrer Mit— 
telpunkte. Nun ſeyen die Mittelpunkte M, m, die Radien 
R, r, die Entfernung der Mittelpunkte Mm — d, die Schnitt; 
punkte der Kreiſe 8, 8“ (Fig. 72.); dann kann man zuerſt 
aus d, R, r, als Seiten des Mms, die Winkel Sm, 
SmM und die zweimal fo großen SMS’, Sms' berechnen. 
Es ſey nun ZSMS' = A, Sms S a, ihre Implemente 
alſo 360° — A und 360° — a; dann giebt die Sehne SS’ 
im erſten Kreiſe die Segmente 

Segm. (R, A) = RA. (are A — sin A) 
Segm. (R, 360 -A) R=. (re (360°- A) sin (360 -A) 
wo aber auch arc (3602 — A) = 21 — arc A und 
— sin (360 — A) = ＋ sin A. Eben ſo ma man im zwei⸗ 
ten Kreiſe die Segmente 

Segm. (x, a) AEN“ (arc a — sina) 

Segm. (, 360 -a) = Zr? . (arc (360° -a) -sin (360 - a)) 
wo auch are (360 -a) = 2 arc a, und-sin (3860 a) sina. 

Hierauf bekommt man 
(1) Lun. SEs'e = Segm. (R, A) + Segm. (r, a) 

(2) Lun. SES“ f — Segm. (, 360 a)— Segm. (R, A) 
(3) Lun. Ses F —= Segm. (R, 360 -A) — Segm. (, a) 
(4) Lun. SFS = Segm. (R, 360 -A) ＋ Segm. (r, 360-2). 
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Es ift zu bemerken, daß die Lun. (4) der Summe aller 
drei übrigen Lunulen, und daß die Summe der Lun. (1) 
und (4) der Summe der beiden ganzen Kreiſe, alſo (K. Tr =). r, 


gleich iſt. 
Beiſpiel. Es ſey d = 15, R= 11, r — 8 fo hat man 
CA = 6034 51”,2 La 910 8 4% 6 
3600 — A — 2970 25/88 3600 —a — 2680 51’ 14% 4. 
Dann Segm. (B. A) — 2, 3771 
Segm. (R, 3600-4) — 367, 7556 
Segm. (r, a) RN) 
Segm. (1,3600 — a) — 182, 1500, 
Endlich Lun. (I) — 31, 2890 
@) = 169, 7729 
(3) — 348, 8437 
(4) = 549, 9056, 


8. 557. I. Es ſey AABC in Fig. 73. ein bei C recht: 
winkliges Dreieck. Man beſchreibe uͤber ſeinen drei Seiten, 
als Durchmeſſern, Halbkreiſe, ſo daß der Umfang des Halb— 
kreiſes über der Hypotenuſe durch C gehet, die Halbkreiſe 
uͤber den Katheten aber ganz außerhalb des Dreiecks liegen, 
fo entſtehen zwei Segmente 8“, 8“ u. zwei Moͤndchen 1 I.“. 
Es muß nun, nach dem Pythag. Lehrſatze in der weiteren 
geometriſchen Form (J. 258.), der Halbkreis über der Hypo— 
tenufe der Summe der Halbkreiſe über den Katheten gleich 
ſeyn; dies giebt, wenn man den Inhalt des Dreiecks mit D 


bezeichnet, 
S LSI S DS ＋ , 
daher auch L I . 


d. h. die Summe der beiden Lunulen ift dem rechtwinkligen 
Dreiecke gleich. 

II. Es ſey, als ein beſondrer Fall, das rechtwinklige 
Dreieck auch gleichſchenklig (Fig. 74). Dann ſind die Lunu⸗ 


http:// rein. org. pl 


254 Epipedometrie. Fünfte Abtheilung. 


len congruent, daher die eine dem halben rechtwink. Dr. ABC, 
oder alſo dem rechtwinkl. Dr. KM gleich, wenn M der 
Mittelpunkt von AB if. Es ſey nun AM S a, fo iſt 
AAMC = :zaz, alſo auch L = z a2. 

Anm. Man findet dies auch fo: Es iſt 40 = 4. 2, der Ra- 
dius des Kreiſes über AC alſo — 42.2 folglich der ganze Kreis 
— Z. a t, der Halbkreis — Tast. Eben fo groß iſt aber auch der 
Quadrant AMC mit dem Radius a, folglich, wenn d das Dreieck AMC 


bezeichnet, d S S S+-L 
alſo ar 
oder A 


III. Maxima und Minima. 


§. 558. Hat eine Größe den größten Werth, den ſie 
unter gewiſſen Bedingungen haben kann, ſo heißt ſie eim 
Maximum, hat ſie den kleinſten ein Minimum.“) Mam 
bedient ſich dieſer Worte jedoch vorzuͤglich nur dann, wenm 
jener groͤßte Werth nicht unendlich groß, und dieſer kleinſte 
Werth nicht S 0 iſt. Auf dieſe Weiſe laͤßt der Sinus nuit 
ein Maximum zu, welches — 1; die Tangente hat aber keim 
Minimum und kein Maximum. 

Im Fruͤheren find ziemlich viel Säge über Maxima und 
Minima enthalten. Man ſehe die §§. 532, 61, 101, 138, 
139, 140, auch 179 (wo es aber in 1. ſtatt maximum hei 
ßen muß minimum). 

Hier ſollen vorzuͤglich Maxima und Minima der Flaͤ—⸗ 
chenraͤume betrachtet werden. 

§. 559. Lehrſatz. Unter allen Dreiecken, welche im 
zwei Seiten uͤbereinſtimmen, iſt dasjenige das größte, im 


) In der Differentialrechnung giebt man dieſen Worten einen etwas; 
andern Sinn. 
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weldem die gegebenen Seiten einen rechten Winkel einſchlie— 


ßen. 1 
Der Beweis kann, als ſehr leicht, wegbleiben. 


§. 560. Lehrſatz. Von allen Dreiecken, welche in 
einet Seite und der Summe der beiden andern uͤbereinſtim— 
men, iſt dasjenige das groͤßte, in welchem dieſe andren Sei— 
ten gleich ſind. 

Beweis. Iſt in Fig. 75. AC BC — AD BD, ferner 
AC = BC aber nicht AD = BD, fo it AC H ABD. Denn 
man beſchreibe aus C mit dem Radius CA einen Kreis, der die Ver— 
laͤngerung von AC in K ſchneide, fo it ZABK ein rechter; man vers 
längere KB, mache DL. S DB, ziehe AL und fälle die Lothe CM, DN. 
Dann iſt AD ＋ DL = AD ＋ DB = AC + CB = AK, aber 
ADñ² DL |ı AL, folglich AK AL, daher auch BK EBL, BM HEN. 
und alſo, weil BM, BN die Höhen der Dreiecke ABC, ABD für die 
Baſis AB ſind, ABC |ı ABD. 


$. 561. Lehrſatz. Von allen Dreiecken, welche in 
der Baſis und dem gegenuͤberliegenden Winkel uͤbereinſtimmen, 
iſt dasjenige der größte, in welchem die dieſen Winkel ein— 
ſchließenden Seiten gleich ſind. 

Beweis. Man beſchreibe, Fig. 76., um ABC, worin 
AC = BC, einen Kreis deſſen Centrum 2, und ziehe CZ bis zum 
Punkte E der Bafis, dann hat man LZCAB — CBA, Bogen A0 — 
B. BC, daher CE lothrecht auf AB. Für ein andres Dreieck ABD, 
welches dieſelbe Baſis AB haben ſoll, und deſſen ZADB — ACB ſeyn 
ſoll, muß nun offenbar D in dem Kreisbogen ACB liegen. Fällt man 
nun die Lothe DK, DF, fo iſt ZF if ZD, oder ı| 20, daher EF IEC 
(fo daß F zwiſchen Z und C liegen muß), alſo auch DK ı] EC, und 
daher ABD I ABC. 

Zuſatz. Zugleich hat ABC den größten umfang. Denn man 
ziehe CD und verlaͤngere AD um DB DB, fo hat man LCDB—5B.CAB 
= B. CBA; aber CDA B. CA, alſo auch CDB’ 2B. CBA. 
daher ZCDB —= CDB’ und ACDB CDR“, alſo CB — Ch,, mit- 
bin AC ＋ BC — AC Ch’ |ı AB’ oder EAD ＋ BD. 
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§. 562. Lehrſatz. Von allen Vielecken, welche dem: 
ſelben Kreiſe eingeſchrieben ſind, und gleiche Seitenzahl ha— 
ben, iſt dasjenige, welches gleiche Seiten hat, — alſo das 
regelmaͤßige, — das groͤßte. 

Beweis. Man behaupte, das Fuͤnfeck ABCDE, Fig. 77., in 
welchem nicht alle Seiten gleich, ſondern z. B. AB.. BC, ſey das groͤßte 
Fünfeck welches dem gegebenen Kreiſe eingeſchrieben werden koͤnne, fo 
zeigt ſich dies als ungereimt. Denn ziehet man die Diagonale AC, und 
verbindet A und B mit dem Mittelpunkte B' des Bogens A0, fo iſt, 
nach $. 561., AAB’C H ABC, daher auch 5 E. AB/CDE NH ABCDE; 
alſo die Annahme, ABCD E ſey das größte, ungereimt. 

Zuſatz. Da nach dem Zuſatze von $. 561. auch AB’+B’C|ı AB-+BC, 
ſo zeigt ſich auch, auf ähnliche Weiſe, daß ABCD E nicht den größten 
Umfang von allen Fuͤnfecken, die dem Kreiſe eingeſchrieben ſind, haben 
kann. Alſo hat auch das regelmäßige Vieleck unter allen Vielecken in dem» 
ſelben Kreiſe und von derſelben Seitenzahl den größten Umfang. 

F. 563. Lehrſatz. Von allen n Ecken, welche man 
aus n—1 gegebenen Seiten und einer beliebigen Seite bil— 
den kann, iſt dasjenige das größte, um welches ſich ein Halb⸗ 
kreis beſchreiben laͤßt, von welchem die nicht gegebene Seite 
der Durchmeſſer iſt. 

Beweis. Das Vieleck ſey z. B. ein Fuͤnfeck ABC DE (Fig. 78). 
Die gegebenen Seiten ſeyen AB, BC, CD, DE, und AE die nicht ge- 
gebene. Man ziehe EB und finde, daß ZABE nicht — 900, fo wird, 
wenn man ein andres Dreieck A BE bildet, fo daß AB — AB und 
ABE — 900, das AA’BE |ı ABE (S. 559.) und folglich auch 
ABCDE |ı ABCDE ſeyn. Eben fo wird das 5 E. ABCDE eine Ver: 
größerung zulaſſen, wenn nicht LACE — R; denn dann koͤnnte man 
die Dreiecke ABC, CDE, ohne fie ſonſt zu aͤndern, fo an einander le⸗ 
gen, daf ZACE = R wurde, dann wurde das AACE und auch das 
Fünfeck eine Vergroͤßerung erfahren haben. Auf gleiche Weiſe muß auch 
ADE = 900 ſeyn, wenn ſich das Fuͤnfeck nicht ſoll vergrößern laſſen. 
Sind aber die Winkel ABE, ACE, ADE alle rechte Winkel, ſo laͤßt 
ſich um das Fuͤnfeck ein Kreis beſchreiben, von dem AE der Durchmeſ⸗ 
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ſer iſt. Alſo nur wenn dies der Fall iſt, iſt das Fuͤnfeck das groͤßte, 
indem es keine weitre Vergroͤßerung zulaͤßt. 

Ganz auf ahnliche Weiſe kann man auch bei einem Vielecke von 
einer andern Seitenzahl ſchließen. 

Zu ſatz. Heißen die Seiten des Fuͤnfecks AB, BC, CD, DE 
nach der Reihe a, b, c, d und der Durchmeſſer AE heißt D, fo findet 
ſich aus Fig. 79, daß, wenn 

. a 

(1) ein A= 
die Gleichung gilt (D A BC D = 900. 
Dies giebt ein Mittel zur Berechnung von D, wenn a, b, e, d gege- 
ben ſind. Dieſe Berechnung kann aber bequem auf indirecte Weiſe 
geſchehen (vergl. $. 554.) Wenn man dabei in den Gleichungen (1) D 
zu groß nimmt, ſo werden die Winkel A, B, C, D zu klein, und dar⸗ 
aus kommt in (2) die Summe kleiner als 900. Das Gegentheil findet 
Statt, wenn man dem D einen zu kleinen Werth beilegt. 

D iſt jedoch nur von der Größe der a, b, e, d, nicht von der 
Ordnung abhaͤngig, in der ſie ſich beruͤhren. Denn man kann z. B. in 
demſelben Halbkreiſe die Sehne AB! b machen, dann wird B'C—a 
ſeyn u. ſ. w. Auch ergiebt ſich daſſelbe aus den Gl. (1) und (2). Aber 
ſelbſt der Flaͤcheninhalt des Vielecks, welcher 

= D. (in 2 A + sin 2B + ein 2 C + gin 2 D), 

iſt nicht von der Ordnung der Seiten a, b, c, d abhängig, und daher 
gilt: Stimmen bei zwei Fuͤnfecken 4 Seiten in Hinſicht der Größe, wenn 
auch nicht in der Ordnung überein, und die fünfte Seite iſt bei jedem 
der Durchmeffer eines Halbkreiſes, in welchen die Fuͤnfecke eingeſchrieben 
ſind, ſo ſind auch dieſe fuͤnften Seiten und die Inhalte der Fuͤnfecke 
einander gleich; — kommt noch gleiche Ordnung der Seiten a, b, e, d 
binzu, ſo ſind die Fuͤnfecke ſogar congruent. 

Ganz ahnlich iſt es bei jeder andern Seitenzahl der Vielecke. 


§. 564. Lehrſatz. Unter allen Vielecken, die in allen 
Seiten uͤbereinſtimmen, iſt dasjenige das groͤßte, um welches 
ein Kreis beſchrieben werden kann. 
Beweis. Die beiden Fuͤnfecke ABCDE u. A’B’C’D’E’ (Fig. 80) 
mögen in allen Seiten übereinſtimmen, fo daf AB = A’B’ u. ſ. w., 
Geometrie Thl. II. 17 


5 b 8 0 R d 
sind = zin C 5 · zin O - 
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und um das erſte ein Kreis ſich befchreiben laſſen, um das zweite nicht. 
Man ziehe im erſten einen Durchmeſſer Ar, und verbinde deſſen End. 
punkt F mit den in der Kreislinie zunaͤchſt liegenden Ecken C und D. 
ueber CD bilde man CDF, > CDF und ziehe 4E. Dann iſt 
nach F. 563. das Vieleck ABCF H A’B/C’F', den Fall ausgenommen, 
wo auch um dieſes ein Halbkreis mit dem Durchmeſſer AE beſchrieben 
werden kann, in welchem Falle ABC F e AB, C YF. Eben fo iſt 
AEDF H A’E'D’F’, ausgenommen in dem Falle, wo auch A EDE ein 
Viereck im Halbkreiſe und alſo mit AED F congruent wäre. Es wird 
aber nicht zugleich ABCF = A RCF! und auch AEDF S AED 
ſeyn, denn dann wäre auch ABCDE T ARCO DE“, und auch um 
ABC DE ließe ſich ein Kreis beſchreiben, was doch nach der Annahme 
nicht ſeyn ſoll. Es wird alſo ſeyn 
ABCF ＋ AEDOF A'B'C'F + AE DF 


oder ABCFDE H A’B’C’F'D’E. 
Hievon abgezogen ACED CFD 
bleibt ABCDE E A’B'C'D’E, 


Zuſatz. Sind die Seiten AB, BC, CD, DE, EA nach der 
Reihe — a, b, c, d, e, und der Durchmeſſer des Kreiſes = D, fo 
bat man: Wenn 

(I) sin A = , iin B 125 ine = — 
— 1 1 * 
8 2 e 

sin D — ein E y · 
ſo iſt 9 A B CD E = 1800, 
Dieſe Gleichungen machen eine Berechnung von D aus den 5 Seiten des 
5 Ecks möglich. Uebrigens iſt D bloß von der Größe der Seiten, nicht 
von ihrer Ordnung abhaͤngig, und eben ſo der Inhalt, welcher 

23 D2. (sin 2A + zin 28 + ein 2C + in 2D + ein 2). 

§. 565. Lehrſatz. Unter allen Vielecken von demſel— 
ben Umfange und derſelben Seitenzahl ift das regelmaͤßige am 
groͤßten. 

Beweis. Es iſt erſtens nothwendig, daß die Seiten des groͤß— 
ten die gegebenen Bedingungen erfüllenden Vielecks alle gleich find. Denn 
bat ein Vieleck, z. B. das Fuͤnfeck ABCDE (Fig. 81.) nicht alle Seiten 
einander gleich, ſo hat es gewiß wenigſtens ein Paar ſich berührende 
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ungleiche Seiten, etwa AB, BC. Dann giebt es über der Diagonale 
Ac ein Dr. AB’C, welches AB! — B’C, und die Summe AB’+B’C 
— ABA- BC hat; bier iſt ($. 560.) ABC ABC, alſo auch 5 Eck 
AB’CDE |ı ABCD E, während doch beide denſelben Umfang haben. Es 
iſt alfo ABCDE nicht das größte Fuͤnfeck mit dieſem Umfange. 
Zweitens iſt nothwendig, daß um das Vieleck ſich ein Kreis 

beſchreiben läßt, dies erhellt aus F. 564. 

Aus Beidem zuſammen genommen folgt endlich die Wahrheit des 
Lehrſatzes. 11 

$. 566. Lehrſatz. Soll mit einer Linie, deren Länge 
gegeben, deren ſonſtige Beſchaffenheit aber nicht gegeben iſt, 
und mit einer geraden Linie, deren Laͤnge nicht gegeben iſt, 
das Maximum des Flaͤchenraums eingeſchloſſen werden, ſo 
muß die Figur ein Halbkreis ſeyn, von welchem die gerade 
Linie der Durchmeſſer, die der Laͤnge nach gegebene Linie aber 
die halbe Kreisperipherie iſt. 

Der Beweis iſt dem von $. 563. aͤhnlich. Ein Flaͤchenraum 
(Fig. 82.) ſey von einer geraden Linie AB und einer andern Linie AMNPB 
begrenzt. Ein beliebiger Punkt N diefer Linie gebe, mit A und B vers 
bunden, einen Winkel ANB, der nicht — 900, fo wird der Flaͤchenraum 
von AMNPB nicht der groͤßte ſeyn konnen, welcher von einer nicht ger 
gebenen Geraden und einer Linie, welche — AMNPB, begrenzt werden 
kann; denn man koͤnnte, wegen F. 559., fogleich einen größeren Flaͤchen⸗ 
raum hervorbringen, wenn man die Lage der Flaͤchenraͤume AMN und 
BPN fo ändern wollte, daß LAN B — 900 würde. Es muß alſo, 
damit der Flächenraum AMNPB ein Maximum ſey, die Linie von nicht 
gegebener Art ſo beſchaffen ſeyn, daß jeder ihrer Punkte, mit A und B 
verbunden, einen rechten Winkel gebe, oder alſo, ſie muß eine halbe 
Kreisperipherie ſeyn. a 

§. 567. Lehrſatz. Unter allen Flaͤchenraͤumen, welche 
gleichen Umfang haben, iſt die Kreisflaͤche am groͤßten. 

Beweis. In Fig. 83. mögen die Kreisflaͤche AK BL und eine 
andre davon verſchiedene Figur CMD N gleichen Umfang haben. Im 
Kreiſe ziehe man einen Durchmeſſer AB, und in der andern Figur eine 
Gerade CD, welche deren Umfang in zwei gleich lange Theile CMD 

17* 
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und CND theile. Dann hat man die Linie AKB = CMD u. ALB—=CND, 
Nach vorigem $. iſt nun die Fläche AKB||CMD, ausgenommen, wenn 
CMD auch ein Halbkreis, und alſo mit AKB congruent wire; eben fo 
iſt die Flaͤche ALB HCN D, ausgenommen, wenn auch CND ein Halb- 
kreis, folglich mit ALB congruent wäre. Es kann aber nicht zugleich 
Mb und auch CND ein Halbkreis ſeyn; denn dann wäre der Kreis 
der andern ganzen Figur congruent, der Annahme zuwider. Es iſt daher 
Fl. AKB ＋ ALB Fl. CMD ++ CND 

oder Ak Bl. CMN. 

8. 568. Lehrſatz. Unter allen Flaͤchenraͤumen, die 
von einer auch in Hinſicht der Laͤnge gegebenen Geraden und 
einer Linie von gegebener Laͤnge aber nicht gegebener Art ein— 
geſchloſſen werden koͤnnen, iſt das Kreisſegment am größten, 
das aus der gegebenen geraden Linie, als Sehne, und der 
Linie von gegebener Laͤnge, als Bogen, gebildet werden kann. 

Beweis. In Fig. 84. ſey AKB das aus der gegebenen Geraden 
AB und einem Bogen AKB von der gegebenen Länge gebildete Seg— 
ment, A B/K“ aber ein Flaͤchenraum andrer Art, wovon die Gerade 
AB An und die Linie AKB! — dem Bogen AKB. Man vervoll⸗ 
ſtaͤndige in der erſten Figur den Kreis, und beſchreibe Aber A/B’ ein 
Segment ALR ALB, was möglich it, weil A BAB. Dann iſt, 
nach vorigem §., die Kreisflaͤche AK BL. AKL. Hievon ziehe 
man ab Segm. ABL = Segm. A BL“, fo bleibt Segm. ABK |ı Fla. 
che ABK“. 


$. 569. Zwei Figuren ſeyen einander ähnlich. Der 
Inhalt der einen ſey S F, der der andern St; der Umfang 
der erſten S P, der der andern = p. Dann hat man, 
nach F. 247., 


alſo 


ot Er zu 
＋ = N= 
p2 p? 
F * 


1 
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Hienach giebt es für ähnliche Figuren eine conftante Zahl, 


die das Verhaͤltniß des Quadrates des Umfangs zum Flaͤchen⸗ 


inhalte ausdruͤckt. Man bezeichne ſie mit C, ſo daß 
RN 
S 2 
Es ift alſo diefe Zahl C bei jeder Figur von der Form ders 


ſelben, nicht ihrer abſoluten Groͤße, abhaͤngig. 


Beiſpiele. 1) Für den Kreis iſt F Rπνν P ARyr, 
4R2 
daher 2 277 —— 


2) Für das Quadrat, deſſen Seite a heiße, it F 22, Pg da, 


47 — 12, 56637. 


alſo 
S. 


3) Fuͤr ein Rechteck, deſſen eine Seite zweimal ſo lang wie die 
andre, iſt, wenn die kuͤrzere Seite — a, F = 227, Pg 6a, alſo 


36a? 
= 227 19. 


4) Für das gleichſeitige Dreieck, deſſen Seite — a, iſt 
1 2, Pg a, Pi 


> 7 = = = = 1273 — 20,78461, 


$. 570. 1. Haben zwei Figuren gleichen Umfang, fo 
ift der Flaͤcheninhalt derjenigen der größere, deren Zahl C 
die kleinere iſt. 

II. Haben zwei Figuren 0 Inhalt, ſo iſt der 
Umfang derjenigen der größere, deren Zahl C die größere iſt. 


Beweis. Der Inhalt, der Umfang und die Zahl der einen Fi⸗ 
gur ſeyen F, P, C, der andern F’, P', C. Dann iſt 


P pP’? 
en . = Dr: 
Iſt nun GC [1 C’, fo hat man 
pP: 2 


E 


— 
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Es ſey nun, wie in I., PSP“, alſo auch Pa = P, fo 8 
auch F if F’ ſeyn. 
Es ſey, wie in II., FF, fo muß P [ıP’?, alſo auch PIP 


ſeyn. 
§. 571. Lehrſatz. Für das regelmäßige Vieleck von 


n Seiten iſt 
OR 
2 4n. tg FR 
Beweis. Man nenne den Radius des eingefchriebenen Kreiſes 
R, fo iſt, nach $. 536 und 542, 


2 DA) 
Aa. R. 16 r n R 1 
42. Ra. (i. B) OR 
Alſo C 2 = an- 16 
n. R. 16 47 


Beiſpiele. Hienach iſt: 
Für n = 3, C=12.18600— 12. /3 = 20, 78461 (wie 5. 509. Beiſp. A. 
Für n 4, C=16.18450—16 (wie §. 569. Beiſp. 2.) 
Für u 5, C 20.1630 14, 53085 
Für n6, C g 1630 . / = 13, 85641 

§. 572. Lehrſatz. Von zwei regelmaͤßigen Vielecken, 
die gleichen Umfang haben, iſt dasjenige das größere, deſſen 
Seitenzahl die groͤßere iſt. 

Beweis. Wenn mit Cm und En der conſtante Quotient für 
das regelm. mEck und das regelm. n Eck bezeichnet wird, fo iſt, nach 
$. 571., 


„ S Am. tg , Cn — An. 
Es ſey nun n || m, fo iſt, nach g. 537, 
2 2R 
18 m n 
IM I FR ber | 
15 * n 
2 
m. ig — 
folglich 5 1 * 1 
nig er 
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und m. t in. t ee 
9 8 n 
2 2 
alſo auch 4046 |! 40.146 
oder Cm U Cn. 


Hieraus folgt, mittelſt des Satzes von F. 570. I., daß, bei 
Umfange, das regelmaͤßige nEck einen größeren Inhalt hat, 
regelmäßige m Eck, wenn n [1 m. 
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gleichem 
als das 


3:08 2:0.9°% 


Anhang J. 


Ueber die Anzahl der ein Vieleck beſtimmenden 
Groͤßen oder Gleichungen. 


Man denke, es ſey von einem Dreiecke zunaͤchſt bloß die 
Beſtimmungsart durch ſeine drei Seiten bekannt, ſo muͤſſen 
die uͤbrigen im Dreiecke vorkommenden Groͤßen Functionen 
ſeiner drei Seiten ſeyn, oder aus dieſen drei Seiten eines 
Dreiecks muͤſſen die uͤbrigen Groͤßen berechnet werden koͤnnen. 
Die drei aus den Ecken zu den Seiten gefaͤllten Lothe im 
Dreiecke ABC (Fig. 85.) mögen AE, BF, CD, der Inhalt 
des Dreiecks P, der Radius des umſchriebenen Kreiſes R, 
der des eingeſchriebenen Kreiſes r heißen; endlich ſeyen die 
als gegeben angenommenen Seiten AB=c, BCS Ca, CA Hb, 
ſo hat man bekanntlich die Gleichungen 


(1) AD= Fe at ce (2) DB _a?—b?-+c? 
— 20 * 2c 

@ BE = — u nu (4) EC Razer 

(5) 2 STE (6) FA met 
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() AE = A. Teer b 
G BF = . DTT bc- 
0 CD = . T e e- 
(10) F = K. NTT -e e- 

ah c A = De 

% cosB = tl 

(3) c e 


abc 7 
a R ff cern.eere 
(5) r >. a+b5+9).C—b+).a+b—g, 
a be 

Jede dieſer Gleichungen enthält außer den drei Seiten 
noch ein viertes Stuͤck, und dient daher, dieſes aus den Sei— 
ten zu berechnen. Es haͤtten leicht noch eine Menge ſolcher 
Gleichungen, in Beziehung auf andre bei dem Dreiecke vor— 
kommende Groͤßen, aufgeſtellt werden koͤnnen. 

Man begreift nun: 

1) Sind für ein Dreieck 2 Seiten und 1 andre Größe, 
oder 1 Seite und 2 andre Größen, oder nur 3 andre Groͤ— 
ßen gegeben, fo wird man, im Allgemeinen, die unbe⸗ 
kannten Seiten berechnen koͤnnen, und alſo wird auch durch 
die drei gegebenen Groͤßen das Dreieck beſtimmt ſeyn. 

Es ſey z. B. die Seite c nebft den Lothen AE, BF 
gegeben, dann wird man die Gleichungen (7) u. (8) benutzen 
koͤnnen, um die noch unbekannten Seiten a und b zu berech— 
nen; dann haͤtte man die drei Seiten, und das Dreieck waͤre 
beſtimmt; alſo wird daſſelbe auch durch c, AE, B beftimmt. 
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- Würden die drei Lothe AE, BF, CD gegeben, fo 
koͤnnte man aus (7), (8) u. (9) die Seiten berechnen ($.374). ° 
Es wuͤrde alſo das Dreieck auch durch die Lothe beſtimmt 
ſeyn. 

2) Würden weniger als drei Großen, z. B. nur zwei, 
gegeben, ſo koͤnnte das Dreieck nicht dadurch beſtimmt ſeyn. 
Denn ſollte z. B. das Dreieck aus den zwei Lothen AE, BF 
beſtimmt ſeyn, ſo muͤßten ſich daraus die Seiten berechnen 
laſſen; man hätte aber für dieſe drei Unbekannten nur die 
zwei Gleichungen (7) u. (8), welche dazu nicht genügen wuͤr— 
den. Oder auch, wohl noch genauer geſchloſſen, ſo: Sollten 
die Lothe AE, BF das Dreieck beſtimmen, ſo muͤßten ſich 
daraus die Seiten a, b berechnen laſſen; es muͤßte alſo eine 
Gl. zwiſchen a, AE, BF, und eine andre zwiſchen b, AE, 
BF geben. Dann würde man aber, wenn nur c und b ges 
geben wären, aus dieſen Gleichungen auch AE, BF berech 
nen koͤnnen, während doch, vermoͤge (7) u. (8), AE u. BF 
nur aus den drei Seiten berechnet werden koͤnnen. 

Daher ſind Aufgaben, ein Dreieck aus zwei gegebenen 
Stuͤcken zu conſtruiren, unbeſtimmte, indem bei ihnen unz 
endlich viele aufloͤſende Dreiecke moͤglich ſind. Iſt unter den 
zwei gegebenen Stuͤcken eine Seite, und wird dieſelbe auch 
angeſehen als der Lage nach gegeben, ſo muß der gegen: 
uͤberliegende Eckpunkt des Dreiecks in einer beſtimmten Linie, 
als einem geometriſchen Orte liegen. — Aufgaben dage— 
gen, bei denen ein Dreieck aus drei gegebenen Stuͤcken con: 
ſtruirt werden ſoll, ſind im Allgemeinen beſtimmte, weil 
bei ihnen nur eine endliche Menge aufloͤſender Dreiecke mög: 
lich ſind, wenn auch nicht gerade bloß ein einziges. Es mag 
hier bemerkt werden, daß ſelbſt die Aufgabe, ein Dreieck aus 
den drei Seiten zu conſtruiren, als eine Aufgabe mit zwei 
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aufloͤſenden Dreiecken angeſehen werden kann, indem, wenn 
man eine Seite als Baſis zeichnet, dann die Spitze durch 
Beſchreiben zweier Kreiſe beſtimmt, die zwei verſchiedenen 
Schnittpunkte dieſer Kreiſe doch zwei Dreiecke hervorbringen, 
welche wenigſtens der Lage nach verſchieden ſind. Will man 
aber dieſe Verſchiedenheit der Lage nicht beruͤckſichtigen, ſo 
hat dieſe Aufgabe nur ein auflöfendes Dreieck, weil jene beis 
den Dreiecke congruent ſind. 

3) Es waͤre unerlaubt, mehr als drei Größen fuͤr das 
Dreieck zu geben, da ſchon drei Gleichungen zur Beſtimmung 
der drei Seiten a, b, c als Unbekannte genügen. 

Man weiß alſo, daß ein Dreieck nur durch drei gege— 
bene Stuͤcke zu beſtimmen iſt. Keineswegs wuͤrden aber jede 
drei gegebene Stuͤcke das Dreieck beſtimmen; ſollen drei Stuͤcke 
das Dreieck beſtimmen, fo muͤſſen fie unabhängig von eins 
ander ſeyn. Folgendes giebt Beiſpiele für drei Größen, die 
abhaͤngig von einander find, und deshalb nicht zur Beſtim—⸗ 
mung eines Dreiecks dienen: 

1) Die drei Winkel. Dieſe ſind wegen der Gleichung 

AT BTC = 2% 
abhängig von einander. Mittelſt dieſer Gleichung kann zwar 
ein Winkel aus den zwei andern, aber keineswegs eine Seite 
berechnet werden. Wenn wir Gleichungen von der Art wie 
die obigen 15, welche vier Größen enthalten, und daher 
dienen, aus drei gegebenen die vierte zu berechnen, Haupt— 
gleichungen, Hauptformeln, nennen, fo koͤnnen wir einer 
Gleichung, wie AB C= 2, den Namen einer Ne- 
bengleichung, Nebenformel beilegen. 

2) Eine Seite, z. B. a, das zugehörige Loth AE, und 
der Inhalt F. 

Nebenformel: FE = NE 
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3) Der Umfang P, der Inhalt F, der Radius des 
eingeſchriebenen Kreiſes, r. 
Nebenformel! F Ar. P (5. 279.) 


4) Eine Seite, z. B. a, der Winkel gegenuͤber, A, der 
Radius des umſchriebenen Kreiſes R. 8 

Nebenformel! az 2R. sin A ($. 434.) 

5) Die Radien R, r des eingefchriebenen und des um: 
ſchriebenen Kreiſes, und die Entfernung ihrer Mittelpunkte D. 

Nebenformel: D? = R.(R—2r) (F. 526. J.) 

Auch §. 526. II. würde Aehnliches geben. 

Die hier betrachteten Nebenformeln enthalten weniger 
Stücke als die Hauptformeln; es giebt andre, welche mehr 
Stuͤcke enthalten. So die Gleichungen 

az . cos B b. cos C ($. 471.) 


re 6.4750 


mit 5, ja 6 Stuͤcken. Man hat demgemaͤß Nebenformeln 
mit Mangel und Nebenformeln mit Ueberfluß zu 
unterſcheiden. . 

Die Aufſtellung beſtimmter Stuͤcke iſt als Aufſtellung 
von Gleichungen anzuſehen, und es gilt im Allgemeinen: 
Durch drei Gleichungen, welche drei gegebene Groͤßen ent— 
halten, wird ein Dreieck beſtimmt. So z. B. durch die Glei⸗ 
chungen 

a Tb = 47,95 A = 4705, B = 5843 
(,. $- 444.). Daher koͤnnen ſelbſt Bedingungen, in welchen 
gar keine Groͤße des Dreiecks angegeben zu ſeyn ſcheint, zur 
Beſtimmung eines Dreiecks angewandt werden, wenn man 
nur dieſelben in Gleichungen ausſprechen kann. Z. B. ſoll 
ein Dreieck gleichſchenklig, mit der Baſis AB, ſeyn, ſo hat 
man die Gleichung 


(bc). sin z & = a. cos 
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AC= BC oder EG” 1 8 


Daher braucht man zur Beſtimmung eines gleichſchenkligen 
Dreiecks nur noch 2 Groͤßen anzugeben, und man muß die 
Sache ſo anſehen, als liege im Begriffe des gleichſchenkligen 
Dreiecks ein gegebenes Stuͤck. Soll das Dreieck gleichſeitig 
ſeyn, ſo hat man die zwei Gleichungen 

AC BC 


BE ame 


die dritte 1. —1 iſt von dieſen beiden abhängig, und darf 


daher nicht mitgezaͤhlt werden. Es liegen alſo im Begriffe 
des gleichſeitigen Dreiecks zwei Gleichungen, ſo daß zu ſeiner 
Beſtimmung nur noch Angabe eines Stuͤckes erforderlich iſt. 

Aehnliches muß ſich in Bezug auf ein Vieleck von n 
Seiten durchführen laſen. Da man z. B. weiß, daß ein 
nEck durch feine Seiten, und durch n—3 Diagonalen, durch 
welche daſſelbe in n—2 Dreiecke getheilt wird, beſtimmt wer—⸗ 
den kann, alſo durch 2n—3 Stücke, fo kann überhaupt ein 
neEck nur durch 2n—3 Stuͤcke beſtimmt werden, die aber uns 
abhaͤngig von einander ſeyn muͤſſen. Hauptformeln fuͤr das 
nEck enthalten deshalb 2u—2 Stuͤcke, fo daß fie zur Berech— 
nung eines Stuͤcks aus 2n—3 gegebenen dienen (fo die Si: 
nusgleichungen in der Polygonometrie, ſ. §. 485.); Neben— 
formeln mit Mangel enthalten weniger als 2u—2 Stuͤcke (fo 
z. B. die Gleichung für die Winkel AB NS τν AK. R 
in $. 485.); endlich Nebenformeln mit Ueberfluß enthalten 
mehr als 2n—2 Größen (fo die Coſinusgleichungen in §. 485.). 

Wie man zur Veſtimmung des Dreiecks 3 Größen ge— 
braucht, ſo gebraucht man auch 3 Groͤßen zur Beſtimmung 
der Lage von 3 Punkten in einer Ebene. Ueberhaupt muß 
Alles, was uͤber die Beſtimmung eines nEds geſagt iſt, auch 
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für die Beſtimmung eines Conſtructs, das aus nPunkten in 
einer Ebene beſtehet, guͤltig ſeyn, weil aus jedem ſolchen 
Conſtructe durch das Ziehen von n Geraden zwiſchen den 
Punkten ein nEck, es ſey im engern oder weitern Sinne 
(Thl. I. Anh. VII.), gebildet werden kann. 

Daß ein Trapez nur vier beſtimmende Stuͤcke erfordert, 
während ein Viereck im Allgemeinen deren 5 noͤthig macht, 
läßt ſich daraus einſehen, daß in feinem Begriffe, wenn AB, 
DC die parallelen Seiten ſeyn ſollen, die Gleichung enthal- 
ten iſt - Z(AB,DC) = 0, 
da parallele Linien als ſolche angeſehen werden koͤnnen, die 
einen Winkel — 0 bilden (vgl. Thl. I. Anh. VI. No. XIII.), 
und daß dieſe eine Gl. den Begriff des Trapezes auch voͤllig 
erſchoͤpft, indem, wenn fie Statt findet, das Viereck gewiß 
ein Trapez iſt. Im Begriffe des Parallelogramms liegen 
zwei ſolche ihn erſchoͤpfende Gleichungen, 

(AB, Do) = 0 und (AD, BO) = 0, 
daher ſind zu ſeiner Beſtimmung nur 3 Stuͤcke noͤthig. Beim 
Begriffe des rechtwinkligen Parallelogramms kommt noch die 
Gleichung ZA = 90°, bei dem des Rhombus aber die 


Gleichung . — 1, (die Gleichungen ZB = 90° u. sw. 
ſo wie 22 m ni = 1 find von jenen ſchon, nach 
bekannten geometriſchen Saͤtzen, abhängig, und deshalb nicht 
mitzuzaͤhlen) hinzu; folglich wird ſowohl das Rechteck als der 
Rhombus durch 2 Stuͤcke beſtimmt. Fuͤr das Quadrat endlich 
hat man die 4 Gleichungen 
Z(AB,DC) = 0 Z(AD,BC) = 0 
— o° BC — 
. A = 90 1 1 

welche ſeinen Begriff erſchoͤpfen, unter ſich ſelbſt aber weder 
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in arithmetiſcher noch geometriſcher Abhängigkeit ſtehen, folg: 
lich kann das Quadrat ſchon durch ein einziges Stuͤck beſtimmt 
werden. Man koͤnnte hier uͤbrigens auch aus den vier Glei— 


chungen 
BC — S _ DA _ 2 
5 1, „ar u A) 


welche ebenfalls den Begriff des Quadrates erſchoͤpfen,  dens 
ſelben Schluß ziehen. 

Ein dem Kreiſe eingeſchriebenes n Eck ABCG...MN 
(Fig. 86.) kann durch n Stuͤcke beſtimmt werden 6. B. durch 
feine Seiten, wie aus $. 564. folgt). Denn, indem man 
das Centrum 2 hinzunimmt, kann man daſſelbe als ein Con— 
ſtruct aus n 1 Punkten betrachten, und bedarf deswegen 
zu ſeiner Beſtimmung 2(n-+1) — 3 d. h. 20 — 1 gegebene 
Groͤßen oder Gleichungen; nun hat man, wegen der Hleich⸗ 
heit der Radien, die n—1 Gleichungen 

S 

ZA 7° e ZA 4 
welche unter einander unabhängig find, und auch den Begriff 
des nEcks im Kreiſe erſchoͤpfen, da, wenn fie Statt finden, 
ſich ein Kreis aus Z mit dem Radius ZA beſchreiben läßt, 
der durch alle Ecken hindurchgehet; man braucht daher zur 
Beſtimmung des Conſtructs nur (n — 1) — (n—1) d. h. 
n Größen. 

Ein dem Kreiſe umſchriebenes Eck ABC... MN 
(Fig. 87.) kann ebenfalls durch n unabhängige Stücke beſtimmt 
werden. Das zeigt ſich ſo: Man faͤlle aus dem Centrum 2 
die Lothe Za, Zb... Zn auf die Seiten, fo hat man ein 
Conſtruct aus 2u 1 Punkten, nämlich den Punkten A, B, 
.. N, a, b..n und Z. Dies würde zur Beſtimmung 
2. (an -I) — 3 d. h. An—1 Stuͤcke erfordern. Die Bedin⸗ 
gung, daß AaB eine gerade Linie ſeyn ſoll, eben jo BbC 
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u. ſ. w., und daß die Geraden Za, Zb. Zn anf ihnen loth⸗ 
recht ſeyn ſollen, führt aber zu den 2n Gleichungen 
ZaA-90°, ZaB=90°, ZbB=90°, .... ZnN=90°, ZuA=90°, 
und die Bedingung, daß die Geraden Za, Zb gleich ſeyn 
ſollen, giebt die n—1 Gleichungen 
5 r 
La 4 ZEN 
Finden aber diefe Gleichungen, deren Anzahl = 3n—1, wirt: 
lich Statt, fo iſt wirklich ABC..MN ein nEck, in welches 
ſich ein Kreis beſchreiben laͤßt. Es erfordert alfo dies Con: 
ſtruct nur (An—1) — (3n—l) d. h. n en Groͤßen zu 
ſeiner Beſtimmung. 

Ein Vieleck, welches ſowohl ein Vieleck in einem Kreiſe 
als ein Vieleck um einen Kreis iſt, kann jedesmal durch drei 
Stuͤcke beſtimmt werden, feine Seitenanzahl n ſey, welche fie 
wolle. Dies erhellt fo: Heißt das Centrum des eingeſchrie— 
benen Kreiſes X, das des umſchriebenen Z und man ziehet 
die Radien ZA, ZB. und fällt die Lothe Xa, Xb, ... auf 
die Seiten (Fig. 88.), ſo hat man ein Conſtruct aus den 
2n +2 Punkten A, B, . . N, a, b. .. n, Z, X, braucht 
alſo für daſſelbe 2.(2n +2) — 3 d. h. 41 beftimmende 
Groͤßen oder Gleichungen. Nun liegen in der Fordrung, daß 
der Kreis mit dem Centrum 2 durch alle Ecken gehen ſoll, 
die n—1 Gleichungen 


eh 


2 1. 2 i, ren 22 * 
in der Bedingung, daß AaB, BbC ... gerade Linien ſeyn 
ſollen, und daß der Kreis mit dem m X een be⸗ 
ruͤhren ſoll, ſind enthalten 


die 2n Gl. XaA=90°, XaB=90°, .. XaN=90°%, XnA-90°, 
7 Xb Ke . 
und die n—1 Gl. X = 3 = = ER u 1. 
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Finden dieſe Gleichungen Statt, deren Anzahl im Ganzen 
— 4n—2, fo iſt die Bedingung, daß ABC. N ein Vieleck 
im Kreiſe und um den Kreis ſeyn ſoll, erfuͤllt, und ſo wird 
daſſelbe durch (an EI) — (in —2) oder alſo 3 Stuͤcke ber 
ſtimmt. “) 

Es werde folgende Aufgabe vorgelegt: Man denkt durch 
einen beliebigen Punkt M in der Ebene eines Dreiecks ABC 
(Fig. 89.) aus den Ecken die Geraden Aua, BMb, Cme 
gezogen, welche die gegenüberliegenden Seiten in a, b, c 
ſchneiden; es ſind die 6 Groͤßen MA, MB, MC, Ma, Mb, 
Me gegeben; man ſoll die Figur conſtruiren, oder auch die 
übrigen Größen in derſelben berechnen. — Hier kann unters 
ſucht werden, ob fuͤr dies Conſtruct 6 die richtige Anzahl der 
zur Beſtimmung noͤthigen Stuͤcke iſt. Man betrachte die Fi⸗ 
gur als ein Conſtruct aus den 7 Punkten A, B, C, a, b, 
c, M, ſo iſt dieſelbe durch 11 Stuͤcke zu beſtimmen. Wegen 
der Bedingung, daß AcB, BaC, CbA, ferner AMa, BMb, 
CMe gerade Linien ſeyn folen, hat man aber die 6 Glei⸗ 
chungen 


) Es iſt hier aber zu bemerken, daß der Radius des umſchriebenen 
Kreiſes, der des eingeſchriebenen Kreiſes und die Linie ZX zwi⸗ 
ſchen den Mittelpunkten, obgleich drei Groͤßen, doch ein ſolches 
Vieleck nicht beſtimmen, weil fie, was auch die Seitenzahl n ſey, 
immer in einer gewiſſen Abhaͤngigkeit von einander ſtehen, wie 
für das Dreieck ſchon in $. 526. bewieſen iſt. (Vergl. C. G. J. 
Jacobi in Crelle's Journal, Band 3. S. 376.) Daß zwi 
ſchen jenen drei Groͤßen eine Gleichung (eine Nebenformel) Statt 
finden muß, iſt ſchon daraus zu begreifen, daß, wenn ZX O, 
das n Eck ein regelmäßiges ſeyn muß, bei welchem ſodann die 
beiden Radien ein beſtimmtes nur von n abhaͤngiges Verhaͤltniß 
haben. 


Geometrie Thl. II. 18 
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ZAcB=180°, ZBaC=180°, ZFIA=180?, 
ZLAMa=180°, ZBMb=180°%, (Me = 180°. 
Zur Beſtimmung des Conſtructs bedarf man alfo nur noch 
11—6 d. h. 5 Groͤßen. Die Anzahl der gegebenen Stuͤcke 
in obiger Aufgabe iſt daher zu groß, und die Aufgabe darf 

gar nicht vorgelegt werden.“) 


Fuͤgt man bei dem Conſtructe von Fig. 89. noch die 
Bedingung hinzu, daß a, b, c die Mittelpunkte der Seiten 
ſeyn ſollen, ſo hat man daraus noch zwei Gleichungen mehr, 


2 0 Ac Ba ’ { ; 
naͤmlich etwa g —=L, > die dritte dieſer Art, 


naͤmlich 2 —1, iſt von dieſen beiden, nach $. 267. I. Zuſ. 3, 
oder auch nach $. 268., abhängig, und folglich nicht mitzu⸗ 
zählen. Es find alſo nur noch 5—2 23 beſtimmende Stuͤcke 
erforderlich. Die Aufgabe, aus Aa, Bb, Ce die uͤbrigen 
Größen zu berechnen, (f. §. 378.), iſt alſo nicht ungereimt. 


9 Diefe Schlußweiſe iſt wohl genauer, als die, welche bei Betrach⸗ 
tung derſelben Aufgabe in dem Lehrbuche der Geometrie von 
Lehmus (te Auflage, Berlin 1820) angewandt wird. 
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Anhang II. 
Von der Gleichheit der Dimenſionen. 


Eine Gleichung, welche als arithmetiſcher Ausdruck 
des geometriſchen Zuſammenhangs mehrer Linien eines Con⸗ 
ſtructs, und als Darſtellung eines allgemeinen Lehrſatzes ans 
geſehen werden kann, enthaͤlt eigentlich nicht die Linien ſelbſt, 
ſondern nur Buchſtaben, als allgemeine Zeichen für Zahlens 
werthe, welche ſich auf eine Laͤngeneinheit beziehen, mit der 
man die Linien gemeſſen denkt, und ſie muß richtig ſeyn, 
dieſe Laͤngeneinheit ſey, welche ſie wolle. Es enthalte nun 
eine ſolche Gleichung etwa die Buchſtaben a, b, c... als Aus⸗ 
druͤcke der Verhaͤltniſſe der Linien eines Conſtructs zu der Laͤn⸗ 
geneinheit. Dieſe Laͤngeneinheit ſey U. Man nehme jetzt, 
ſtatt derſelben, eine andre Laͤngeneinheit U’, und bezeichne, 
waͤhrend das Conſtruct ſich nicht aͤndre, die Zahlen, welche 
jene Linien in Bezug auf U’ ausdruͤcken, mit a, b', c, 
ſo muß, dem Geſagten gemaͤß, die allgemeine Gleichung, ſo 
gut wie für die Zahlen a, b, c, auch fuͤr a, b', c 
richtig ſeyn. 

Es ſey jetzt U n. U, wo die Zahl n das Verhaͤlt⸗ 
niß U: U’ ausdruͤckt, jo werden die Linien, welche S aU, 
bU, U, ſind, auch S a.nU’, b. n, c.nU’... oder 
— (en). U“, (bn). U’, (en). U“, ſeyn, oder man wird 
haben 

ae na, b ub, ne uf 

So folgt: Die Gleichung, welche für a, b, G.. gültig 
iſt, muß auch für na, nb, ne, gelten; und daß dies wirk⸗ 
lich der Fall iſt, muß ſich bei der Gleichung arithmetiſch be⸗ 
ſtätigen. 

18* 
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Wir wollen einige wenige bekannte Gleichungen in die: 
ſer Hinſicht der Betrachtung unterwerfen. 
1) Die Gleichung des Pythagoriſchen Satzes iſt 
(J) Hh = bs, 
wenn h die Hypotenuſe, 2 und b die Katheten ausdrucken. 
Sie giebt, wenn man ſtatt a, b, h ſetzt na, nb, uh, die 
Gleichung 
ef (na)* — (na)? ＋ (nb)? 
oder nah? = nas . nb“. 
Man ſiehet aber, daß wenn (1) Statt findet, auch wirklich 
(2) gelten muß, indem (2) aus (1) durch Multiplication mit 
ns entſtehet. Die Gleichung des Pythagoriſchen Satzes hat 
alſo die geforderte Eigenſchaft. 
Als Zahlenbeiſpiel denke man, in Bezug auf U, 23, 
b 4; dann iſt h=5, und 
Br 8. 
Iſt nun U’ nur die Hälfte von U, alſo U 2 ' und 
e DR nee 
1 S 2.5 = 10, und es iſt auch 
1 8. 
Auch die Umwandlungen der Gleichung, z. B. h=Va?+b*, 
a S Yb?—h?, bewaͤhren ſich bei aͤhnlicher Unterſuchung. 
2) Die Gleichung, welche den Zuſammenhang der 3 
Seiten eines Dreiecks und eines auf einer Seite c durch ein 
Loth gebildeten Abſchnittes f ausdruͤckt, nämlich (F. 221.) 
() bg. gef 
giebt 
(2) [ (na)? = (nb)? + (nc)* — 2(nc) . (nf) 
oder n?a? —n?b?2 nc —2n? ef 


welche Gleichung ebenfalls mit (1) gleichbedeutend iſt. 
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Gleiches zeigt ſich auch bei andern Geſtalten dieſer Glei⸗ 
chung, z. B. bei 
1 ar — ı? + b? + c? 


20 ' 

3) Die Gleichung für das Loth h, das aus G zur ge: 
genuͤberliegenden Seite AB gefällt iſt, nämlich ($. 356.) 

h= +: Verr) Carr) @ br). 
zeigt daſſelbe. 

Man kann ſich in allen dieſen Faͤllen ausdruͤcken, es 
finde bei den Gleichungen Gleichheit der Dimenſionen 
Statt. Man verſtehe naͤmlich unter einem Buchſtabenaus— 
drucke von der mien Dimenſion einen von der Eigenſchaft, 
daß er mit un multiplicirt erſcheint, wenn man jeden darin 
vorkommenden Buchſtaben mit n multiplieirt denkt, fo wird 
in den Gleichungen 
h? = 22 ＋ b 
a3 She Jef 
jeder Ausdruck, links und rechts vom Gleichheitszeichen, von 
der zweiten Dimenſion, in den Gleichungen 

1 Va? + b2 
Ku — 2?-+-b? hc? 
Ac 
h = e TBT -e 
jeder Ausdruck von der erſten Dimenſion ſeyn, und es wird 
alſo bei allen dieſen Gleichungen Gleichheit der Dimenſionen 
Statt finden. f 

Hienach wuͤrde man ſogleich gewiſſe fehlerhafte Gleichun— 
gen als falſch erkennen. Z. B. der Zuſammenhang der Sei— 
ten eines rechtwinkligen Dreiecks koͤnnte nimmermehr durch 
h? = a?-+b? ausgedruͤckt werden, weil der Ausdruck rechts 
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nicht einmal eine beſtimmte Dimenſion hätte, da feine Theile 
a? und b? von verſchiedener Dimenſion waͤren; eben fo me: 
nig durch h' — a' bs, weil hier der Ausdruck links eine 
andre Dimenſion haͤtte, als der rechts. 

Wir koͤnnen uns alfo kurz ausdruͤcken: In einer Glei— 
chung, welche, als Lehrſatz, den allgemeinen Zuſammenhang 
der Linien eines Conſtructs darſtellen ſoll, muß Gleichheit der 
Dimenſionen Statt finden. 

Jetzt muß noch von Gleichungen in denen Buchſtaben 
vorkommen, welche Flaͤchenraͤume bezeichnen, und Gleichun— 
gen mit goniometriſchen Functionen beſonders geredet werden. 

Zahlen, welche Flaͤchenraͤume ausdruͤcken, beziehen ſich 
auf das Quadrat der Laͤngeneinheit. Iſt aber U nU, 
und man bezeichnet die Quadrate von U und U’ mit U?, 
U’?, fo hat man bekanntlich U? —=n?.U’?, und daher muß, 
wenn in einer Gleichung, fuͤr die Einheit U, ein Buchſtabe, 
etwa F, für einen Flaͤchenraum vorkommt, in der Gleichung 
für L“ an die Stelle deſſelben treten *. F; verfaͤhrt man 
uͤbrigens wie vorher, ſo muß die urſpruͤngliche Gleichung ſich 
mit der daraus entſtehenden als gleichbedeutend zeigen. Dieſe 
Probe werden z. B. die Gleichungen aushalten, welche den 
Inhalt eines Dreiecks aus einer Seite, etwa b, als Baſis, 
und dem zugehörigen Lothe h, oder aus den drei Seiten aus; 
druͤcken, naͤmlich 

F= bh 

F = TT Rh. 

Man muß deshalb, waͤhrend man den Buchſtaben fir 
Linien die erfte Dimenſion zuſchreibt, denen für Flächenräus 
me die zweite beilegen. 

Die goniometriſchen Functionen, als Zahlen, nicht als 
Linien, ſind bekanntlich nur von den Winkeln, nicht von einer 
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Läͤngeneinheit abhängig. Deshalb muͤſſen fie, bei Verwand— 
lung der Einheit U in U’, durchaus keine Aendrung erfahren, 
und man muß ihnen deshalb die Ote Dimenſion, — oder 
alſo gar keine — zuſchreiben. Wendet man dieſes an, ſo 
werden alle Gleichungen fuͤr den Zuſammenhang von Winkeln 
und Linien oder auch Flaͤchenraͤumen, welche wir früher in 
Menge aufgeſtellt haben, die Probe aushalten, und nicht als 
ungereimt erſcheinen; ſo z. B. die Gleichungen 


a = ba. c Abe. cos A 
1 (s—b) .(s—e) 
824 * . (.) 


F =. 3bc.3nA 
von denen die mittlere die Ote Dimenfion, die beiden andern 
aber die zweite haben. 
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Zu §. 267. IV. 


De. Satz, daß die drei Lothe, welche in einem Dreiecke aus dem Eck⸗ 
punkte zu den Seiten gefällt werden, ſich in einem einzigen Punkte ſchnei⸗ 
den, kann auch recht einfach ſo bewieſen werden. 

Es mögen im Dreiecke ABC (Fig. 90.) aus A und B auf BC 
und AC die Lothe AM, BN gefällt, nach deren Schnittpunkte L die 
Linie CL gezogen und nach P verlängert, endlich die Linie MN gezogen 
werden. Wegen der rechten Winkel an M und N wird dann ein Kreis 
mit dem Durchmeſſer AB durch die Punkte M und N, und ein Kreis 
mit dem Durchmeſſer CL ebenfalls durch M und N gehen. Es iſt alfo 
ABMN ein Viereck im Kreiſe, und eben fo CML. Aus dem erſten 
Vierecke folgt, wegen der Gleichheit der Peripheriewinkel uͤber gleichen 
Bogen ZBAM = BNM, aus dem zweiten eben fo ZBNM oder LNM 
—=LCM, es iſt folglich ZBAMLCM, Bei Vergleichung der Win⸗ 
kel der Dreiecke ABM, CBP findet man nun ZABM — CRP, BAM 
BOC, folglich iſt auch der dritte Winkel AMB dem dritten BPC gleich. 
Es iſt aber AMB g R, alfo auch BPC — R, und die durch L gezo⸗ 
gene Linie CP ſtebet lothrecht auf AB. Es folgt nun leicht, daß auch 
umgekehrt, wenn CP lothrecht auf AB gezogen wird, dieſe Linie durch 
L hindurch gehen muß. 


Zu $. 293. Anm. 

Für den an dieſer Stelle angeführten ſehr wichtigen Satz über 
das Sechseck im Kreiſe, der von Pascal zuerſt gefunden iſt, und den 
man auch wohl mit dem Namen des Hexagrammum mysticum bezeich- 
net, koͤnnen hier folgende zwei Beweiſe gegeben werden, die ſchon im 
erſten Theile dieſes Werkes ihre Stelle haͤtten finden koͤnnen. 
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Erſter Beweis, nach Dandelin (Annales de Math. T. 14. 
p. 39.) 

Es ſey ABCDEF Gig. 91.) das Sechseck im Kreiſe. Die gegens 
überliegenden Seiten AB, DE mögen ſich in P. die Seiten BC, EF in 
Q, die Seiten CD, FA in R ſchneiden, fo iſt zu beweiſen, daß die Punkte 
P, Q, R in einer geraden Linie liegen. * 

Man ziehe an jedem Eckpunkte eine Beruͤhrende und bilde dadurch 
das Sechseck um den Kreis GHIKLM; bei dieſem mögen ſich die ge— 
gentiberliegenden Seiten MG, IK in U, die Seiten GH, KL in V. 
die Seiten HI, LM in W ſchneiden. 

Man hat jetzt GA — GB, deshalb gehet ein Kreis mit dem 
Centrum G und dem Radius GA durch die Punkte A und B. Dieſer 
Kreis heiße (G). Eben ſo giebt es einen Kreis (I), der durch B und C 
gehet, einen Kreis (), welcher durch C und D, einen Kreis (K), der 
durch D und E, einen Kreis (L), der durch E und F, einen Kreis (M), 
der durch F und A gehet. 

Ganz auf gleiche Weiſe giebt es drei Kreiſe (U), (Y, (W), von 
denen der erſte durch A und D, der zweite durch B und E, der dritte 
durch C und F gehet. 

Jeder der 6 Eckpunkte A, B, C, D, E, F iſt der gemeinſchaft⸗ 
liche Beruͤhrungspunkt für drei Kreiſe. In B z. B. berühren ſich die 
Kreiſe (G), (H), (V). 

Es werden aber die Kreiſe (U) und (V) vom Kreiſe (G) auf 5 
gleichartige Weiſe in A und B berührt; folglich wird nach §. 302, I 
die Linie AB, welche durch die Beruͤhrungspunkte hindurch gehet, Pine 
innern Aehnlichkeitspunkt der Kreiſe (U) und ( treffen, — Ferner wer⸗ 
den die Kreiſe (U) und (V) auch vom Kreiſe (K) auf ungleichartige 
Weiſe in D und E beruͤhrt, deshalb muß auch der innere Aehnlichkeits⸗ 
punkt von (U) und (V) in DE liegen. — Es wird alfo P, als der ein⸗ 
zige Punkt, der ſowohl in AB als DE liegt, der innere Aehnlichkeits⸗ 
punkt von (U) und (V) ſeyn. 

Auf eine ganz gleiche Weiſe laßt ſich ſchließen, daß auch Q der 
innere Aehnlichkeitspunkt der Kreiſe (W) und (W) ſey. 

Endlich werden die Kreiſe (W) und (U) vom Kreiſe (I) auf gleich- 
artige Weiſe in C und D, und auch vom Kreiſe (M) auf gleichartige 
Weiſe in F und A berührt; daher muß, nach $. 302. I. I., ſowohl CD 


http://rcin.org.pl 


282 Nachtraͤge. 


als FA durch den aͤußern Aehnlichkeitspunkt von (W) und (U) geben, 
und alſo muß R dieſer aͤußere Aehnlichkeitspunkt von (W) und (U) feyn. 
Nach F. 301. muͤſſen nun aber der aͤußere Aehnlichkeitspunkt von 
(W) und (U), der innere vou (U) und (V) und der innere von (Y) und 
(W) in einer geraden Linie liegen; es liegen alſo die Punkte P, Q, R 
in einer geraden Linie. 
Zweiter Beweis, nach Gergonne (Annales de Mathem, 


T. 17. p. 143) 
Das Sechseck im Kreiſe BR * bb cc’ (Fig. 92 Es ſeyen 
Al, 
die Schnittpunkte der . 
aa’ und b’c, bb’ und c’a, cc’ und ab, 


fo ſoll bewieſen werden, daß A’, B’, C’ in einer geraden Linie liegen. 
Man bezeichne nun mit 


C, A; B 
die Schnittpunkte der Seitenpaare 
‚aa und bb’, bb’ und cc’, cc’ und aa’ 


Ferner betrachte man die Gerade ac’B’ als Transverfale für das 
Dreieck ABC, fo hat man, nach $.%69,, wenn man zugleich genau das A 
und — beachtet (vergl. $. a die Gleichung 

14 
. N N 
Eben ſo erhaͤlt man, wenn 755 ebenfalls für AABC, ba’C’ als 
Transverſale anſiehet, 


BC Ab 855 ein 

S X 5 NK ma. 
Zuletzt iſt, wenn cb’A’ als Transverſale . wird, 

[07.4 Be Ab“ 


= —ı 


S IE SEE 7 HF 
Mittelſt $. 260. hat man Ac. Ac“ Ab. Ab. Statt dieſer Gleichung 
kann auch geſchrieben werden g 
GA 1 
AR Ahr ur 
und auch diefe Gleichung iſt in Hinſicht des + und — ganz genau. 
Auf gleiche Art hat man auch 


E 1 

He. BD 

bo. b 
und Cr = 2 


Multiplicirt man jetzt alle ſechs Gleichungen, fo kommt, indem 
ſich vieles tilgt, 
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AB’ ca’ BC 
TI Ang MT 

Hieraus folgt, wieder nach $. 269., daß A’, B', C in einer ge 
raden Linie, einer Transverſale für AABC, enthalten find. 

Dieſer zweite Beweis hat den Vorzug, daß er ſchon gleich nach 
8 269, feinen Platz finden koͤnnte, während der erſte Saͤtze über Aehn⸗ 
lichkeitspunkte und Beruͤhrungen von Kreiſen vorausſetzt, und vicht frů⸗ 
ber als nach $. 302. folgen koͤnnte. 

In Bezug auf den Umfang des Satzes iſt übrigens zu bemerken, 
daß das Sechseck auch ein Sechseck im weitern Sinne ſeyn kann, bei 
welchem ſich Seiten ſchneiden, wie z. B. in Fig 93. das Sechseck ABC DEF. 
das aus ABCDEF in Fig. 92. durch Vertauſchung der Buchſtaben B, C, E, F 
mit E', B', F, C“ entſtanden iſt. Bei dieſem liegen der Schnittpunkt von 
AB’ und DE/, der von BC und EFH, und der von OD und F/A auch 
in einer geraden Linie. Man wuͤrde uͤberhaupt 6 Punkte in der Peri⸗ 
pherie eines Kreiſes zu 60 verſchiedenen Sechsecken verbinden, und dar⸗ 
aus 60 verſchiedene Linien der Art wie PR ableiten koͤnnen. (Noch 
andre ſehr merkwuͤrdige Säge, welche dann Statt finden würden, hat 
Steiner in den Annales de Mathem. T. 18. p. 339. bekannt gemacht.) 
Es würde dabei, zur Vervollſtaͤndigung des erſten Beweiſes, noch nach: 
gewieſen werden muͤſſen, daß immer, was die Punkte P, Q. R betrifft, 
entweder zwei innere, und der dritte ein aͤußerer, oder alle drei aͤußere 
Aehnlichkeitspunkte je zweier der Kreiſe (U), (V), (W) feyn müßten. 

Gewiſſe andre Beweiſe des Satzes gehoͤren zur Stereometrie. 
Einen Beweis mittelſt goniometriſchen Calculs findet man in: F. Strehlke 
Aufgaben über das gradlinigte Dreieck, geometriſch und analytiſch geld- 
ſet. Koͤnigsberg, 1826. 1 

Uebrigens iſt ſchon in F. 293. Anm. bemerkt, daß, mittelſt der 
Theorie der Pole und Polaren, aus dem jetzt bewieſenen Satze noch 
dieſer folgt: Bei jedem Sechsecke um einen Kreis ſchneiden ſich die drei 
Diagonalen, welche gegenüberliegende Ecken verbinden, in einem einzigen 
Punkte. — Endlich mag bemerkt werden, daß es noch andre krumme 
Linien (die Kegelſchnitte) giebt, welche dieſelben Eigenſchaften haben, die 
nach dieſen zwei Saͤtzen dem Kreiſe zukommen. 


— 2. — 
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Ta 


der goniometriſchen 


8 3 4 
Functionen. 


Gr. 


cosin. . . sec. cosec, 


0 |0,00000|1,00000|0,00000| oo 1,0000 0 90 


1 |0,01745|0,99985|0,01746| 57, 28996 1,000 15 57, 20869 89 
2 0,3490 0,9099390, 3492 28,63625 |1,00061| 28,65371 | 88 
3 |0,05234|0,99863\0,05241| 19,08114 |1,00137| 19,10732 | 87 
4 |0,06976)0,99756|0,06993| 14,30067 |1,00244) 14,33559 | 86 
5 |0,08716|0,99619|0,08749| 11,43005 |1,00382| 11,47371 f 85 
6 |0,10453|0,99452|0,10510| 9,51436 |1,00551| 9,56677 | 84 
7 \0,12187|0,99255 0,122780 8,14435 |1,00751| 8,20551 | 83 
8 |0,13917)0,99027\0,14054| 7,11537 |1,00983| 7,18530 | 82 
9 |0,15643)0,98769 \0,15838| 6,31375 |1,01247| 6,0245 | sı 
10 0, 17365 0.984810, 17633 5,67128 |1,01543| 5,7587 | 80 
11 [0,19081/0,98163]0,19438| 5,1455 |1,01872| 5,24084 | 79 
12 |0,20791|0,97815|0,21256| 4,70463 |1,02234| 4,80973 | 78 
13 0,224950,97437 0, 23087 4,33148 |1,02630| 4,44541 | 77 
14 |0,24192|0,97030'0,24933| 4,01078 |1,03061| 4,13357 | 76 
15 0, 25882 0,9093 0, 26705] 3,73205 1.03528 3,86370 | 75 


1 
* 


16 0,2756400, 9612600, 28675 3,4871 1,0400 3,2796 
17 0, 20237 0,9630 0,30573 3, 27085 1,0400 3,42030 | 73 
18 0, 30902 0,95106 00,2492] 3,07768 |1,05146) 3,23607 | 72 
19 032557 0,4552 0,4433 2,0421 1,0570 3,0715571 
20 |0,34202|0,93969|0,36397| 2,74748 |1,06418| 2,92350 | 70 
21 0,35837 0,9358 00,3886“ 2,60509 |1,07114|  2,79043 | 69 
22 |0,37461!0,92718|0,40403| 2,47509 |1,07853) 2,66947 | 68 
23 09073 092050 0,4247 2,35585 1,0806] 2,55930 | 67 
24 |0,40674|0,91355 0,44523| 2,2604 |1,09464|) 2,45559 | 66 
25 |0,42262|0,90631 j0,46631| 2.14451 l, 10338 2,36620 | 65 
| eosin. | sin. lcotang. | tang. cosec. sec, | Gr. 
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Gr.] sin, | cosin, | tang. 


0,43837|0,8987910,48773| 
0,45399|0,89101 |0,50953 
0,46947 |0,88295|0,53171 
0,48481 |0,87462| 0,55431 
0,50000 [0,86603 0,57 ‚30 |0,50000 |,86603,0,57135| 1,7205 |1,15470| 2,00000 | co 


26 
27 


28 
29 
30 


0,51504] 0,85717 |0,60086 
5 0,529920,84805/0,62487 
33 |0,54464|0,83867 |0,64941 
34 0,559190,829040,67451 
35 10,57358|0 ERSTER GES TR] HERR eee ee DUB: 70021 


36 |0,58779|0,509020,72654 
37 |0,60182!0,79864|0,75355 
38 |0,61566)0,73801|0,78129 
39 |0,62932)0,77715 des 
40 |0,64279|0,76604 40 Id Ca 00 6c 80010 1.20175 [1,30541| 1,55572 | 80 


41 0,6560610, 754710, 86929 
42 0,6091300 743140, 90040 
43 0,682000,731350,93252 
44 0,6946600, 71934 0,9569 
45 |0,70711|0,70711|1,00000 


| cosin. | sin, [eotang. | 


cotang. 


sec. 


2,0500 
1,96261 
1,88073 
1,80405 
1.73205 


1,13357 
1,14335 


1,66428 | 1,16663 
1,60033 |1,17918 
1,53986 11,19236 
1,48256 |1,20622 
1,42815 15 2077 


137638 |1,23607 
1,32704 125214 
1,27994 1, 20902 
1,23490 1, 28076 
119175 130541 


1,15037 1,2501 
1,11061 1,4563 
1,07237 1,3733 
1,03553 1,9016 
1,00000 41421 


tang. 
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2 


cosec. | 


cosec, 


1,11260| 2,28117 


1,12233] - 2,20269. 


2,13005 
2,06267 


1,15470| 2,00000 


1,94160 

1,88708 
1,83608 
1,78829 
1,74345 


1,70130 
1,66164 


1,43956 
141421 


285 


i 882888 


ı 


| 
| Gr. 
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ee 
der Logarithmen der goniometriſchen Functionen. 


log. 


cosec, 


Gr. log. tg. log. cot. log. sec, 


log. sin. oe. cos. 


8,24156 | 9,99993 | 8,2419 20 1,75808 | 0,00007 | 1, 25814 | 89 
8,54282 | 9,99974 | 8,54308 | 1,45692 | 0,00026 | 1,45718 | ss 
8,71880 | 9,99940 | 8,71940 | 1,28060 | 0,00060 | 1,28120 | 87 
8,84358 | 9,99894 | 8,8464 | 1,15556 | 0,00106 | 1,15642 | 86 
8,94030 | 9,99834 | 8,94195 | 1,05805 | 0,00166 | 1,05970 | 85 


N 2 1 — 


—b d . . — —— . —— 
6 | 9,01923 | 9,99761 | 9,02162 0,97838 | 0,00239 | 0,98077 | 84 
7 |9,08589 | 9,99675 | 9,0914 | 0,91086 | 0,00325 | 0,91411 | 83 
8 |9,14356 | 9,99575 | 9,14730 | 0,85220 | 0,00425 | 0,8564 | 82 
9 |9,19433 | 9,99462 | 9,19971 | 0,80029 | 0,00538 | 0,80567 | sı 
10 | 9,23967 | 9,99335 | 9,24632 | 0,75368 | 0,0065 | 0,76033 | 80 


11 | 9,23060 | 9,99195 9,8805 | 0,71135 ! 0,00805 | 0,71940 | 79 
12 | 9,31788 | 9,9040 | 9,32747 | 0,67253 | 0,00960 | 0,6212 | 78 
13 | 9,25209 | 9,98872 | 9,36336 | 0,63664 | 0,0128 | 0,64791 | 77 
14 | 9,3836 | 9,9690 | 9,39677 | 0,60323 | 0,01310 | 0,61632 | 76 


15 | 9,41300 | 9,9344 | 9,42505 | 0,57195 | 0,01506 | 0,58700 | 75 


16 | 9,44034 | 9,98284 | 9,45750 | 0,54250 | 0,01716 | 0,5966 | 74 
17 9,4650 | 9,98060 | 9,48534 | 0,51466 | 0,01940 | 0,53406 | 73 
18 | 9,4899 | 9,97821 | 9,5178 | 0,48822 | 0,02179 | 0,51002 | 72 
19 | 9,51264 | 9,97567 | 9,53697 | 0,46303 | 0,02433 | 0,48736 | 71 
20 | 9,53405 | 9,97299 | 9,6107 | 0,43893 | 0,02701 | 0,46595 | 70 


9,55433 9,970:5 | 0,8418 0,41582 | 0,02985 | 0,44567 | 69 
9,57358 | 9,96717 | 9,60641 | 0,39359 | 0,03283 | 0,4262 | 68 
9,59188 | 9,96403 | 9,62785 | 0,37215 | 0,03597 | 0,40812 | 67 
9,60931 | 9,96073 | 9,64858 | 0,35142 | 0,03927 | 0,39069 | 66 
9,62595 | 9,95728 | 9,66867 | 0,33133 | 0,04272 | 0,37405 | 65 


* V 


log. 


log. tg. Ense |Nog.sec. Gr. 


ſlog. con. | log. sin. log cot, 


http://rcin.org.pl 


Tafel der Logar. der goniom. Functionen. 287 


log. | 


log, cos. cosec, | 


log. sin, 


log. tg. vos cot os sec. 


26 | 9,64184 | 9,95366 | 9,68818 | 0,3182 | 0,04634 | 0,5816 | 64 
27 | 9,65705 | 9,94988 | 9,70717 | 0,29283 | 0,05012 | 0,34295 | 63 
28 | 9,67161 | 9,94593 | 9,72567 | 0,27433 | 0,05407 0,3283962 
29 | 9,68557 | 9,94182 | 9,74375 | 0,25625 | 0,05818 | 0,31443 | 61 
30 | 9,69897 | 9,93753 | 9,76144 | 0,23856 | 0,00 247 | 0,30103 | 60 


31 | 9,71184 0,28816f 59 
0,27579 | 58 
0,18748 | 0,07641 | 0,26389 | 57 


32 | 9,72421 | 9,92842 | 9,79579 | 0,20421 | 0,07158 
0,17101 | 0,08143 | 0,25244 | 56 


33 | 9,73611 | 9,92359 | 9,81252 
34 | 9,74756 | 9,91857 | 9,82899 
35 | 9,75859 | 9,91336 | 9,84523 


0,1547 0,08664 | 0,24141 | 55 


9,76922 | 9,90796 | 9,86126 | 0, 13974 | 0,09204 | 0,23078 54 
0,12289 | 0,09765 | 0,22054 


023078 | 54 
53 
0,10719 | 0,10347 | 0,21066 | 52 
51 
50 


36 

37 | 9,77946 | 9,90235 | 9,87711 
38 | 9,78934 | 9,89653 | 9,89281 
39 | 9,79887 | 9,89050 | 9,90837 
40 | 9,80807 | 9,88425 | 9,92381 


0,09163 | 0,10950 | 0,20113 


9,93307 | 9,77877 8 85 0,22123 | 0,06693 
iscssee| 0,07619 | 0,11575 | 0,19193 


41 | 9,81694 | 9,87778 | 9,93916 | 0,06084 | 0,1222 "41 | 981694 | 9, 87778 | 9,93916 | 0,06084 | 0,12222 0, 18306 40 
42 | 9,82551 | 9,87107 | 9,95444 | 0,04556 | 0,12893 0,1740 48 
43 | 9,83378 | 9,6413 | 9,96966 | 0,03034 | 0,13587 | 0,1662 | 47 
44 | 9,84177 | 9,85693 | 9,98484 | 0,01516 | 0,14307 | 0,15823 | 46 
45 | 9,84949 | 9,84949 | 0,00000 | 0,00000 | 0,15051 | 0,15051 | 45 


I1og. cor. log sin, | log. cot. | log. tg. — | log. sec. or. 
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Ueberſicht 
der wichtigſten trigonometriſchen Formeln fuͤr das Dreieck, 
nach ſeinen vier Haupt-Beſtimmungsarten. 


1. IR gegeben e, A, B, und C = 1800 — (AH, fo if 


. sin A C. sin A e. sin B — e.. sin R 
eine, em(ar) ein sin (AAB) 
12 2. sin A. sin B 2 2 


Er Tein (A+B) . cot A + cot 
Will man alle dieſe Größen berechnen, fo dienen dazu die Glei— 
chungen 


DD =. Y = D. ein A, 3) b = D. ain B, 
7 sin C 
4) FZ 2 be. sin A — Zac,sinB — ab. sin C. 
II. Iſt gegeben A, b, e, ſo iſt 


8 0 b 
cotB — —— — cot A, cot C = - — cot A, 


b sin A c sin A 
um e—b 4 
5 — ver a Yale. 


a bi c Abc. cos A, F = be. sin A. 
Will man zuſammen die Winkel B, C enebſt der Seite a berech- 
nen, ſo hat man dazu die Gleichungen 
I) m = (Arb). sin 4A Y n (e- b). cos 4 A 
) igu = , % C 90 — g Au, B90 — Au, 
— 
m n 


am = — 
cosu sın u 


III. Iſt gegeben a, b, c, fo hat man, 


ei e ee 
F = V... 
—a bete? 2.8. (—a) 2.(—b). (-c) 
aA = ——— oo ___ 1 1 —ö— 


2bc * be be 


http://rcin.org.pl 


289 


2 


sin A Zr = 5: * 5. U. b = 


4014 V EL Er ae I 8 
be 
(„- b) re 
s,(s—a) 
Zur Berechnung aller Winkel nebſt F dienen am bequemſten die 
Gleichungen 


1) FS Ve. (-a). (- b). (s—c) N = 


＋ 1 * 
3 — —. B — — 7 — —. 
* 164A . — 184 pr 210 75875 


Sollte man aber gern die Sinus der Winkel beſtimmen wollen, 
ſo kann man ſo rechnen: 


DF=Vs,(6—), 759 DAT Bi 
a be 
3) sin A . a, sin B = Q b, sinC — Q. c. 
IV. Iſt gegeben A, c, a, fo hat man 


18 1 4 — 


x c. sin A 
sin C , b c. cos A Va — C ein IT. 
3 


Zur Berechnung aller der Groͤßen C, B, b, F dienen die Glei— 

chungen 

5 5 22 u 29 ein G — 55 3) B 1800 — (A0). 
Es hat bier C zwei Werthe; der kleinere, welcher ein ſpitzer Winkel iſt, 
heiße C', der größere, welcher ſtumpf iſt, heiße OD. Dann giebt es 
auch zwei zugehörige Werthe von B, nämlich B' u. B“, und es iſt auch 

B C -A, DA. 
4) b = D. sinn (woher zwei Werthe b', b) 
5) FY A besin A = Fac. sin B Fab. sin C 
(woher zwei Werthe F’ und F”). 


Tb EK 
Se Age 
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Verbeſſerungen. 


8 Z. 13. Statt (— 27) ſetze (). 

19. 3. 6. Statt a — Jr f. at — Var I6F?, 

48. Z. 8. Statt 7/2 — Hm? f. VI mt. 

61. 3. 2 v. u. fehlt eine) und am Ende der Zeile iſt ſtatt — p zu 
ſezen — g. 

. 71. Z. 5 v. u. Statt 40 ſetze BC, ſtatt AD f. BD. 

110. 3. 18. Statt 608, 33 f. 608, 38. 

119. Z. 11. v. u. Statt . BR f. a |ı BE. 

121. 3.13. Statt b f. a. 

126. 3. 9. v. u. Statt 102003. 178980. 
Es iſt hier naͤmlich 102003 nur der Inhalt des 
Dreiecks ABC, nicht des ganzen Vierecks. N 

134. 3. 12. Statt MN f. MN. 


135. 3. 12. Statt ige. ige im Nenner des Bruchs ſetze tgb. tge. 
137. 3. 16. Statt & vor dem letzten Wurzelausdrucke ſ. Zu 
— 3. 20. Statt 1 — cos 2a im Nenner f. 1 ＋ cos 23. 


— — — — 
Im erſten Bande iſt noch Folgendes zu verbeſſern: 


S. 36. Z. 15. Statt zwei Seiten ſ. zwei einander gegenuͤber 
liegende Seiten. 

S. 60. 3, 10. Statt maximum f. minimum. 

S. 179. 8. 8. Statt Ia A“ f, AT 


— — — 


4 
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